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Informacje dla nadsytajacych materiaty do druku w Przegladzie
Statystycznym

10.

11.

. Przeglad Statystyczny publikuje artykuty naukowe z zakresu statystyki, eko-

nometrii i innych dyscyplin stosujgcych metody ilosciowe do badania zjawisk
ekonomicznych. Nadsytane prace powinny zawiera¢ istotne przyczynki teore-
tyczne lub ciekawe zastosowania empiryczne. Szczegdlnie oczekiwane sg ar-
tykuty zwigzane z badaniami prowadzonymi w ramach realizacji projektéw ba-
dawczych. Publikowane sg ponadto recenzje ksigzek, sprawozdania z zycia
naukowego $rodowiska statystykdéw i ekonometrykow, a takze opracowania
zawierajgce oryginalne propozycje z zakresu dydaktyki statystyki i ekono-
metrii.

. Artykuty sg publikowane w jezyku polskim i angielskim. W tym drugim przy-

padku autor powinien nadesta tekst angielski starannie opracowany pod
wzgledem jezykowym.

. Maszynopis o objetosci nie przekraczajgcej 20 stron (wraz z tabelami i wykre-

sami; napisany z uzyciem czcionki Times New Roman o wielkosci 12 pkt,
z odstepami 1,5 wiersza, z zachowaniem marginesow o wielkosci 2,5 cm) po-
winien by¢ skladany poprzez platforme redakcyjng Czasopisma na stronie:
http://www.editorialsystem.com/pst/

. Cytowana literatura powinna by¢ uporzadkowana alfabetycznie (w tytutach

w jezyku angielskim pierwsze litery wyrazu wielkie), np.

Bauwens L., Laurent S., Rombouts J. V. K., (2006), Multivariate GARCH
Models: A Survey, Journal of Applied Econometrics, 21 (1), 79-110.

Brockwell P. J., Davis R. A., (1996), Introduction to Time Series and Forecast-
ing, Springer-Verlag, New York.

W tek$cie nalezy stosowacé przypisy harwardzkie. Na przyktad:

Problem ten zostat oméwiony w pracach Grangera (1969) oraz Brockwella
i Davisa (1996). Zagadnienie to zostato przedstawione w wielu pracach (por.
np. Granger, 1969; Brockwell i Davis, 1996; Bauwens i inni, 2006).

. Jezeli praca jest podzielona na czesci, powinny by¢ one ponumerowane cy-

frami arabskimi. Nalezy stosowa¢ numeracje ciagtg dla tabel i wykresow
(oznaczone jako tabela 1, tabela 2, itd., rysunek 1, rysunek 2, itd.).

. Do nadsytanych artykutow nalezy dotgczy¢ na koncu artykutu tytut, streszcze-

nie pracy (nie przekraczajgce 1/2 strony maszynopisu) oraz stowa kluczowe,
wszystko w jezyku polskim i angielskim.

. Prosimy tez o podanie w odsytaczu do nazwiska informacji o afiliacji autorow

(nazwy instytucji, wydziatu, katedry, adresu pocztowego) oraz adresu e-mail
autora prowadzgcego korespondencje. Jezeli artykut jest efektem realizacji
projektu badawczego, to o fakcie tym nalezy poinformowaé¢ w odsytaczu do ty-
tutu opracowania, podajgc numer i tytut projektu.

. Informujemy, ze w procesie recenzowania nadsytanych opracowan bedzie za-

chowana podwdjna anonimowos¢. W zwigzku z tym, artykut powinien by¢
przestany w wersji anonimowej, a wszelkie informacje identyfikacyjne powinny
zostac¢ usuniete.

. Autorzy przyjetych do druku prac zobowigzani sg nadesta¢ zeskanowane

odwiadczenia o oryginalnosci artykutu i wktadzie poszczegdlnych autoréw
w opracowanie publikacji oraz przeniesieniu autorskich praw majgtkowych.
Zgtoszenie artykutu do Przeglgdu Statystycznego oznacza, w przypadku przy-
jecia artykutu do druku, zgode autora na jego publikacje na stronie interneto-
wej Czasopisma oraz w bazach czasopism, w ktérych uwzgledniony jest
Przeglad Statystyczny.

Opracowania nie odpowiadajgce podanym wymogom nie bedg rozpatrywane.
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Emil PANEK'

Niestacjonarna gospodarka Gale’a
z graniczng technologig i wielopasmowg
magistralg produkcyjna.
,otaby”, ,silny” i ,bardzo silny” efekt magistrali

1. WPROWADZENIE

W artykule Panek (2016b) zaproponowano uogodlnienie pojecia magistrali
produkcyjnej w gospodarce Gale’a poprzez zastgpienie pojedynczej magistrali
(pojedynczego promienia von Neumanna) zwartg wigzkg magistral, nazwang
tam umownie magistralg wielopasmowg. W efekcie udowodniono ,stabe” twier-
dzenie o wielopasmowej magistrali produkcyjnej w stacjonarnej gospodarce
Gale’a (ze stalg w czasie technologig). Jego dowdd w przypadku niestacjonarnej
gospodarki Gale’a z wielopasowg magistralg produkcyjng i graniczng technolo-
gig zawiera praca Panek (2017a).

Obecnie prezentujemy — obok ,stabego” twierdzenia — takze dowdd ,silnego”
oraz ,bardzo silnego” twierdzenia o magistrali produkcyjnej w niestacjonarne;j
gospodarce Gale’a z wigzkg magistral i technologig zbiezng z uptywem czasu
do pewnej technologii graniczne;.

2. PODSTAWOWE ZAt OZENIA | DEFINICJE

Wersja stacjonarna modelu, ktérym zajmujemy sie dalej, zostata przedstawio-
na w artykutach Panek (2016b, 2017b). Ponizej prezentujemy jego posta¢ nie-
stacjonarng. Zaktadamy, ze czas zmienia sie skokowo, t = 0,1, ... W gospodar-
ce mamy n towaréw, przez x(t) = (xl(t),xz(t),...,xn(t)) oznaczamy wektor
towarow zuzywanych w okresie t (nazywamy go wektorem naktadow), przez
y(t) = (371(8), ¥2(6), ..., yu(t)) wektor towardw wytwarzanych w tym okresie (na-
zywamy go wektorem wynikow lub produkcji). Jezeli z naktadéw x(t) mozna
wytworzy¢ produkcje y(t), to méwimy, ze para (x(t),y(t)) opisuje technologicz-
nie dopuszczalny proces produkciji w okresie t. Zbiér wszystkich technologicznie

" Uniwersytet Ekonomiczny w Poznaniu, Wydziat Informatyki i Gospodarki Elektronicznej, Katedra Eko-
nomii Matematycznej, al. Niepodlegtosci 10, 60—-967 Poznan, Polska, e-mail: emil.panek@ue.poznan.pl.
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dopuszczalnych procesow produkciji w gospodarce w okresie t oznaczamy przez
Z(t) © R?™. Nazywamy go przestrzenig produkcyjng Gale’a (w okresie t). Zapis
(x,¥) € Z(t) (lub (x(1), y(t)) € Z(t)) mowi, ze w okresie t z wektora naktadow x
mozliwe jest wytworzenie wektora produkcji y.

Zaktadamy, ze przestrzenie produkcyjne Z(t),t = 0, 1, ..., spetniajg nastepuja-
ce warunki:

(G1) V(xl,yl); (xztyz) € Z(t) VADAZ 2 0 (/11(351,)’1) + /lz(xz,yz) S Z(t))

(warunek proporcjonalnosci naktadow i wynikéw oraz addytywnosci procesow
produkcyjnych).

(G2)V(x,y)EZ(t) (x=0=>y=0)

(warunek “braku rogu obfitosci”).

(G3)V(x, ) eZ()Vx' ZxV0sSy =y ((x,y) € Z({®)
(mozliwo$¢ marnotrawstwa naktadow i/lub wynikéw).

(G4) Przestrzenie produkcyjne Z(t) sg zbiorami domknigtymi w R2".

(G5)Z(0O)#@ A Z(t) S Z(t+1)c - S Z i Z jest takim najmniejszym zbiorem
domknietym w R2"™ zawierajgcym wszystkie przestrzenie produkcyjne Z(t),
ze jezeli (x,y) € Z oraz x = 0, to y = 0 ({j. zachodzi warunek (G2)).

Zbior Z nazywamy graniczng przestrzenig produkcyjng. Jezeli (x,y) € Z to
znaczy, ze w $wietle granicznej technologii mozliwe jest wytworzenie wektora
produkcji y z wektora naktadéw x. Gospodarke z przestrzeniami produkcyjnymi
spetniajgcymi warunki (G1)—(G5) nazywamy niestacjonarng gospodarkg Gale’a
z graniczng technologig®. tatwo pokazac, ze graniczna przestrzen produkcyjna
Z, podobnie jak przestrzenie produkcyjne Z(t), t=0,1,.., spetnia warunki
(G1)—(G4), zob. Panek (2016, tw. 1). Wprost z definicji wynika, ze zbiory Z(t),
t=0,1,.., sg stozkami domknietymi w R3" z wierzchotkami w 0. Witasnos¢ te
ma réwniez graniczna przestrzen produkcyjna Z.

Wybierzmy okres czasu t. Jezeli (x,y) € Z(t) \ {0}, to x # 0 i istnieje nieu-
jemna liczba a(x,y) = max{a| ax = y}. Nazywamy ja wskaznikiem technolo-
gicznej efektywnosci procesu (x,y) (w okresie t). Analogicznie definiujemy

2 W literaturze przestrzenie (zbiory) Z(t) spetniajgce warunki (G1)—(G4) nazywane sg przestrze-
niami (zbiorami technologicznymi) Gale’a. W stacjonarnej gospodarce Gale’a mamy Z(t) =Z =
= const.,t = 0,1, ...; zob. np. Nikaido (1968, rozdz. 1V), Makarov, Rubinov (1977), McKenzie (2005),
Panek (2003, rozdz. 5), Takayama (1985, rodz. 7).
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wskaznik technologicznej efektywnosci granicznego procesu (x,y) € Z \ {0}.
Dalej interesujg nas wylgcznie nietrywialne procesy (x,y) € Z(t) \ {0} oraz
(x,y) € Z\ {0}.

Jezeli zachodzg warunki (G1)-(G5), wéwczas (Takayama; 1985, tw. 6.A.1):

— funkcja a jest dodatnio jednorodna stopnia 0 na Z(t) \ {0}, t =0,1, ..., 0oraz

z\{0},0
— 3, y) eZ\{0} (a(x, y) = (x,;l)nea;{{o}a(x, V) =ay = 0).

Proces (x,y) nazywamy optymalnym procesem produkcji w gospodarce Ga-
le’a z graniczng technologig. Jest on okreslony z doktadnoscig do mnozenia
przez dowolng statg dodatnig (z doktadnoscig do struktury). Liczbe a,, nazywa-
my optymalnym wskaznikiem technologicznej efektywnosci produkcji w gospo-
darce Gale’a z graniczng technologia.

Zaktadamy, ze graniczna przestrzen produkcyjna Z pozwala na wytworzenie
kazdego towaru:

(G6) vie{1,2,..,n}3(x,y) € Z (yf > 0).

Warunek ten zapewnia, ze optymalny wskaznik technologicznej efektywnosci
produkcji w gospodarce Gale’a z graniczng technologig jest liczbg dodatnia.
Przyjmijmy oznaczenie:

Zope = {(%,7) € Z\{0}] a(X,y) = oy > 0}

(zbior wszystkich optymalnych proceséw produkcji w gospodarce Gale’a z gra-
niczng technologig). Przy zatozeniach (G1)-(G5) zbior Z,,, jest stozkiem nie

zawierajgcym 0, majgcym m.in. nastepujgce whasnosci®:
V(X,¥) €E Zyp (X 20Ny = 0)

oraz

V(f' }_’) € Zopt ((f, aMf) € Zopt A (3_" aM}_’) € Zopt)-

|‘<|

O wektorze* s = moéwimy, ze charakteryzuje strukture produkcji w procesie

I
(%,¥) € Zyp. Przez

<A

3 Zob. Panek (2016b, tw. 1). Jezeli x € R™ (n > 2), wtedy warunek x > 0 oznacza, ze nieujemny
wektor x ma co najmniej jedng wspétrzedng dodatnig. Warunek x = 0 jest rownowazny z tym, ze
x>0Ilubx=0.
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S = {s |3(%, ) € Zop: (S - %:"»

oznaczamy zbiér wektorow struktury produkcji we wszystkich procesach
(X,¥) € Zope. Przy przyjetych zatozeniach zbior S jest niepusty, wypukly i zwarty;
Panek (2016b, tw. 2(i)). O kazdej pétprostej

N, ={As|A>0},s €S,

moéwimy, ze tworzy tzw. promien von Neumanna (magistrale produkcyjng)
w niestacjonarnej gospodarce Gale’a z graniczng technologia. Zbior

N = Uges N
lub réwnowaznie
N ={As|]1 > 0,s € S}
nazywamy wielopasmowg magistralg produkcyjng w gospodarce Gale’a z gra-
niczng technologia.
Niech p = (py,p2 -, Pn) =0 oznacza wektor cen towarow w gospodarce

z graniczng technologia. Jezeli (x,y) € Z \ {0}, wowczas liczbe®

_ (0, y)
(p, x)

B(x,y,p)

(tam gdzie (p,x) # 0) nazywamy wskaznikiem ekonomicznej efektywnosci pro-
cesu (x,y) przy cenach p. Jezeli (x,¥) € Z,,, to o trojce {ay, (X,y),p } spetnia-
jacej warunki:

ayX =7, (1
v (X:Y) €Z ((ﬁ!y) < aM(ﬁﬂx)) (2)
®,y) >0, )

méwimy, ze tworzy optymalny stan rownowagi von Neumanna w niestacjonarnej
gospodarce Gale’a z graniczng technologig (krétko: stan réwnowagi von Neu-
manna). Wektor p nazywamy wektorem cen von Neumanna. Ceny p oraz pro-
ces produkcji (x,y) sg w rownowadze okreslone z doktadnoscig do mnozenia
przez statg dodatnig (z doktadno$cig do struktury).

5 Przez (a, b) oznaczamy iloczyn skalarny wektorow a, b € R™: {a,b) = ¥, a;b;.
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W ogdélnym przypadku, bez dodatkowych zatozen taki stan rownowagi moze
nie istnie¢. Aby zapewnic istnienie optymalnego stanu rownowagi von Neuman-
na, w literaturze z reguty przyjmuje sie¢ mocne i trudne do zweryfikowania ztoze-
nie, ze przestrzen produkcyjna (w naszym przypadku graniczna przestrzen pro-
dukcyjna) spetnia tzw. warunek regularnosci gtoszacy, w najprostszej wersiji, iz
w optymalnym procesie produkcji wytwarzane sg wszystkie towary, czyli jezeli
(%,¥) € Z,pe, to y > 05. My postulat regularnosci przestrzeni produkcyjnej zastg-
pimy majgcym naturalng interpretacje warunkiem (G7). Przy jego sformutowaniu
korzystamy z pewnej witasnosci gospodarki Gale’a z graniczng technologig,
o ktérej mowi ponizszy lemat.

O Lemat 1. JeZeli w niestacjonarnej gospodarce Gale’a z graniczng technologig
(spetniajgcej warunki (G1)-(G6)) w pewnym dopuszczalnym procesie
y

(x,y) € Z \ {0} struktura naktadow ﬁ lub produkgiji ol rézni sie od struktury

magistralne;,

x Y
lIxll €S v Iyl €S,

to technologiczna efektywnos¢ takiego procesu jest nizsza od optymalne;.
Dowod. Niech x € N.Wowczas para (x,y) € Z \ {0} z wektorem y = a,,x tworzy

optymalny proces produkcji w gospodarce Gale’a z graniczng technologia, czyli
(x,y) € Zop. Zatem

vx € N3y € R}((x,y) € Z\{0} A a(x,y) = ay, > 0).

Jezeli jednak x ¢ N, wtedy technologiczna efektywnos$é procesu (x,y) €
Z\{0}jest nizsza od optymalnej. Istotnie, zaktadajac (x,y) € Z\{0}oraz
a(x,y) = ay dostajemy: (x,y) € Z,p,, czyli (x, ayx) € Zyp,,. Wtedy x € N, wbrew
zatozeniu.

Podobnie, jezeli y € N, to biorgc wektor naktadéw x = aj'y otrzymujemy
dopuszczalny proces (x,y) € Z \ {0} z technologiczng efektywnoscig a(x,y) =
ay, wiec (x,y) € Z,,,. Zatem

vy € N 3x € R}((x,y) € Z\{0} A a(x,y) = ay, > 0).

Zatozmy teraz, ze (x,y) € Z\{0},y ¢ Nia(x,y) = ay. Wowczas (x,y) € Z,,;
oraz (y,ayy) € Zyp, tzn. y € N, wbrew zatozeniu. Reasumujgc:

V(x,y) EZ\{0}(x& Nvy & N = a(x,y) < ay). (4)

& Warunku regularnosci nie muszg generalnie spetnia¢ przestrzenie produkcyjne Z(t). Jezeli jed-
nak jest on spetniony w pewnym okresie t’, to wobec (G5) musi zachodzi¢ takze vt >t'. O jego
innych wersjach zob. np. Panek (2003, rozdz. 5, tw. 5.4), (2016b, p. 6, warunek (G7’)).
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Teze otrzymujemy zwazywszy ze warunek x ¢ N jest rbwnowazny z ﬁ €S,

podobnie warunek y € N jest rownowazny z "Z—” &S. ]

Najwyzszg efektywnos¢ technologiczng produkcji a, gospodarka Gale’'a
Z graniczng technologig osigga tylko w rownowadze. Zgodnie z definicjg (warun-
ki (1)—(3)) gospodarka w réownowadze osigga takze najwyzszg efektywnosc
ekonomiczna (réwng technologicznej efektywnos$ci a,,). Nie znaczy to jednak, ze
maksymalng efektywnosé ekonomiczng — podobnie jak najwyzszag efektywnos¢
technologiczng — niestacjonarna gospodarka Gale’a z graniczng technologig
moze (bez dodatkowych zatozen) osigga¢ tylko w réwnowadze. Zapewnia to
nastepujgcy warunek:

(GT)V (x,y) € Z\ {0}(a(x,y) < ay = B(x,y,P) < ay).

Warunek ten tacznie z (G1)-(G6) jest istotny takze dlatego, ze gwarantuje
istnienie optymalnego stanu rownowagi von Neumanna, niezaleznie od warunku
regularno$ci. Mowi o tym ponizsze twierdzenie.

O Twierdzenie 1. Jezeli niestacjonarna gospodarka Gale’a z graniczng techno-
logig spetnia warunki (G1)—(G6), to istniejg takie ceny p > 0, przy ktérych za-
chodzi warunek (2). Gdy spetniony jest ponadto warunek (G7), to kazda trojka
{am, (x,7),p }, z dowolnym procesem produkcji (X,y) € Z,y,,, tworzy stan réwno-
wagi von Neumanna (spetnia warunki (1)—(3)).

Dowod’. Jezeli (%,y) € Z,,, to oczywiscie ayX =y i zachodzi warunek (1).
Wezmy graniczng przestrzen produkcyjng Z i utworzmy zbior

C={ceR"c=ayx—y,(xy) €Z}
Zbidr ten jest stozkiem wypuktym w R™ (jako liniowy obraz stozka Z) nie za-
wierajgcym wektorow ujemnych. Istotnie, gdyby istniat taki proces (x',y’) € Z, ze
¢ =ayx' —y' <0, to znalaztaby sie réwniez taka liczba ¢’ > 0, ze prawdziwa

bytaby nieréwnos¢ (a,, + €' )x’ = y'. Wowczas zachodzitby takze warunek:

ay =max  a(X,y)=alx',y) =ay+¢,
(X,y)eZ\{0}

co jest oczywiscie niemozliwe. Zbi6r
D=C+R}={c+x|ceC,xeR}}

tez jest stozkiem wypuklym z wierzchotkiem w 0 (jako suma pary stozkow)
nadal nie zawierajagcym wektoréw ujemnych (nie ma ich bowiem w zadnym ze

" Dowdd warunkéw (1), (2) przytaczamy za Panek (2003, tw. 5.4), dowdd warunku (3) jest wzoro-
wany na Panek (2017a, tw. 4).
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zbiorow C, R}) oraz C c D. Natomiast do D nalezg wektory jednostkowe
el =(0,..,1,..,0)), i = 1,2,...,n. Z twierdzenia o hiperptaszczyznie oddzielaja-
cej wnioskujemy, ze istnieje taki wektor p # 0, ze

vd € D((p,d) = 0).
Poniewaz e! € D,i = 1,2, ...,n, wiec p; = 0,i = 1,2, ...,n. W szczegdblnosci
VYc e C({p,c)=0),
czyli

V(x’y) € Z((ﬁtaMx - y) = O)’
tzn. zachodzi warunek (2).

Pokazemy, ze jezeli tak wyznaczony wektor cen p spetnia warunek (G7), to
zachodzi takze warunek (3). W tym celu wezmy dowolny proces (X,y) € Zp;.
Z (1), (2) otrzymujemy (p,y) = ap(p, x) = 0, natomiast zgodnie z definicjg proce-
su optymalnego:

Elk(a(f,y) = miin& =2 ay > 0).

Xi Xk

Niech % = x + e*, gdzie e* =(0,...,1,..,0), jest n-wymiarowym wektorem
Z k-tg wspotrzedng réwng 1. W gospodarce Gale’a z graniczng technologig para
(%,9) jest procesem dopuszczalnym (w mysl (G3)), ale nie optymalnym, gdyz
a(%,y) < ay. Wéwczas, wobec (G7),

By, p) < ay. (5)

Zatozmy, ze (p,y) = 0, wtedy p, = 0, czyli (p,X) = (p, x). Jednoczesnie z (1),
(2) wynika, ze (p, x) = 0, zatem:

'B(f }7 ﬁ = @ = @ = 9
o x) ®x O
co przeczy (5) i zamyka dowdd. ]
Przy dowodach twierdzen o magistrali w niestacjonarnej gospodarce Gale’a
Z graniczng technologig (twierdzenia 2—4) bedzie nam potrzebny nastepujacy
lemat, kitory jest dostosowang do specyfiki naszego modelu wersjg lematu Rad-
nera (1961).
O Lemat 2. Jezeli spetnione sg warunki (G1)-(G7), to
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Ve > 036, € (0,a,)V(x,y) € Z\ {0} (d(x,N) = & = B(x,y,P) < ay — 8;), (6)

gdzie
d(x,N) = inf

xl
x'en |l ||x|] IIX’II”

jest miarg odlegtosci (kgtowej) wektora x od wielopasmowej magistrali N.
Dowdd, Panek (2017a, tw. 5). ]
Warunek (6) jest rownowazny z nastepujgcym:

36 € (0, @)V (x,¥) € Z()(D,y) < (ay — 6:)(P, X)), (6)
gdzie
Z(e) = {(x,y) € Z\ {0}|d(x,N) = ¢ }.

3. DOPUSZCZALNE | OPTYMALNE PROCESY WZROSTU.
TRZY TWIERDZENIA O MAGISTRALI

Standardowo przyjmujemy, ze:
— ustalony jest horyzont T = {0, 1, ..., t; } funkcjonowania gospodarki (t; < +);
— w gospodarce naktady w okresie nastepnym pochodzg z produkcji wytworzo-
nej w okresie poprzednim:

xt+1D)=y),t=0,1,..,t; — 1,
co w $wietle (G3) prowadzi do warunku:
(@), yt+1D)eZ(t+1),t=0,1,..,t; — 1; (7)
— dany jest poczgtkowy wektor produkcji (wytworzonej w okresie t = 0):
y(0)=y°=0. (8)
O ciggu wektorow {y(t)}?=0 spetniajgcym warunki (7)—-(8) méwimy, ze opisuje
(y°,t,) — dopuszczalny proces wzrostu w niestacjonarnej gospodarce Gale'a
(z przestrzeniami produkcyjnymi Z(t)). Przy zatozeniach (G1)-(G4) procesy
takie istniejg Vy° > 0 oraz Vt; < +oo.
Zakfadamy, ze na wektorach produkcji y € R okreslona jest funkcja uzytecz-

nosci u: R} - R} o nastepujgcych wtasnosciach:

(U1) funkcja u:R" - R jest ciggta, dodatnio jednorodna stopnia 1, wklesta
i rosngca,
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(U2)3a>0vVy =0 @uly) <apy),
(U3) Vs € S (u(s) > 0).

Zgodnie z (U2) funkcje uzytecznosci aproksymuje z géry forma liniowa z wek-
torem wspétczynnikdow ap, gdzie a > 0 oraz p jest wektorem cen von Neuman-
na. Warunek (U1) ma standardowg posta¢. Warunki (U1)-(U3) spetniajg m.in.
dodatnio jednorodne stopnia 1 funkcje uzyteczno$ci typu CES.

Interesuje nas zadanie maksymalizacji uzytecznosci produkcji wytworzonej
w korncowym okresie t; horyzontu Ts:

max u(y(t,))
p.w. (7) —(8) 9)
(wektor y° ustalony).

Rozwigzanie zadania (9) nazywamy (y°,t;,u) — optymalnym procesem wzro-
stu w niestacjonarnej gospodarce Gale’a z graniczng technologig i oznaczamy
przez {y"(O)},L,.

Zaktadamy, ze gospodarka Gale’a z graniczng technologig spetnia nastepuja-
cy warunek mowigcy o mozliwosci jej dojscia ze stanu poczatkowego y° do wie-
lopasmowej magistrali N°:

(G8) Istnieje (y°, i + 1) — dopuszczalny proces {y(t)}i1s, £ < t;, w ktdrym:
“(}v’(f),y(f + 1)) = ay.

Przyjmujac oznaczenia:

|‘<<

y=y (@), 8 == ¥(6) = ity t=t+1,..,t, (10)

=

z (G1)—(G5) otrzymujemy:
Gauy) €Z(E+1)c 2z,
czyli (¥, ayy) € Zyp (rownowaznie (3, ays) € Z,,,) oraz
y(@) ENgt=t+1,..,t,, (11)

gdzie potprosta (promien von Neumanna)

8 Tzw. zadanie wzrostu docelowego. Przy zatozeniach (G1)-(G7), (U1) zadanie to ma rozwigza-
nie, zob. Panek (2017b, p. 4, zad. (24’)—(25’)).
9 Zob. np. Panek (2017a, lemat 1).
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Ny ={A$|]1 >0} €N

jest pojedynczg magistralg produkcyjng wyznaczong przez wektor § = ”z—" struk-

tury produkcji w optymalnym procesie (V, ayy) € Zp,.

Warunek (G8) zapewnia, ze po dojsciu w okresie ¢ do wielopasmowej magi-
strali N (dokfadniej, do jednego z tworzacych jg promieni Ny € N) gospodarka
moze rozwija¢ sie dalej (zwieksza¢ produkcje) zgodnie z (10) w tempie a,,, po-
zostajgc rownoczesnie caly czas na magistrali (zob. (11)). Jest to najwyzsze
tempo wzrostu produkcji mozliwe do osiggniecia w gospodarce Gale’'a. Bez
wzgledu na stan poczatkowy (8), nie istnieje bowiem ani jeden dopuszczalny
proces {y(t)}?:o, w ktorym chocby raz zachodzit warunek y(t+ 1) = yy(t)
ztempem y > ay,. Istotnie, zaktadajgc

yE+1D 2yy@®) (v > an)
i pamietajgc, ze
(y@®),yt+1)€ezZ(t+1) cZ
dochodzimy do sprzecznosci:

ay a(x,y) = a(y(t),y(t + 1)) >y > ay.

= max
(x,y)€Z\{0}

Procesy wzrostu postaci (10) nazywamy optymalnymi stacjonarnymi procesami
w gospodarce Gale’a. Wszystkie biegng po wielopasmowej magistrali N ztozonej
z wigzki pojedynczych promieni N, s € S.
O Twierdzenie 2 (,Stabe” twierdzenie o wielopasmowej magistrali). Jezeli za-
chodza warunki (G1)-(G8) oraz funkcja uzytecznosci charakteryzuje sie wiasno-
Sciami (U1)—(U3), to dla dowolnej liczby ¢ > 0 istnieje taka liczba naturalna k., iz
liczba okresow czasu, w ktorych (y°t;,u) — optymalny proces wzrostu
{y*(t)}ﬁl=0 spetnia warunek:

d(y*(¢e),N) = ¢ (12)

nie przekracza k.. Liczba k. nie zalezy od dlugosci horyzontu T.
Dowéd." Z definicji (y°,t;,u) — optymalnego procesu wzrostu, w $wietle twier-
dzenia 1, zgodnie z (2) (wobec (G5), (7)) mamy:

" Dowdd przytaczamy za Panek (2017a, tw. 6) z tg roznicg, ze przy dowodzie twierdzenia 6
w pracy Panek (2017a) korzystamy z warunku (silnej) regularnosci granicznej przestrzeni produkcyj-
nej Z, ktéry obecnie zastepujemy znacznie stabszym warunkiem (G7).
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D, vt + 1)) < aypy (D)), t=0,1,..,t; -1 (13)

Zatozmy, ze w okresach 0 < 74, ..., T, < t; zachodzi warunek (12). Woéwczas,
w mysl lematu 2 (warunek (6)) istnieje taka liczba 6, € (0, ay), ze

(ﬁ’y*(t + 1)) S (aM - 68)(ﬁ1y*(t)>1 t = Tl: ---tTk'
Stad i z (13) otrzymujemy nieréwnos¢:
B,y () < ayf " (aw = 8P, ¥°),

co po uwzglednieniu wiasnosci (U2) funkcji uzytecznosci u prowadzi do gérnego
ograniczenia jej wartosci w punkcie y*(t,):

u(y*(t) < alp, y* () < aayt ™ (ay — 80P, y°). (14)

Z drugiej strony, jezeli zachodzi warunek (G8), to (y°,t,) — dopuszczalny jest
proces {y(t)}?:o nastepujgcej postaci:

N y®),t=0,1,..,1%
y(t) = v _t—t Y
psay s, t=t+1,..,t,

y@®
7@l

gdzie p = ||[y®I| >0, § = € S. Zwazywszy na witasnosé (U3) funkcji uzy-

teczno$ci dostajemy:
u(y*(t) = u(3t)) =u (péali}_f) = pa,tv}_fu(§) > 0. (15)

Z (14), (15) wynika nierownos¢:

0< pa,f,}_fu(ﬁ) < aa;}_k(am —8)p,y°),

ktéra pozwala na oszacowanie liczby k:

< InA _
In ap—In(apy—8¢)

B,

t 5.0
gdzie 0 < A= may 22y )
ses  pu(s)

zie, wystarczy wzig¢ np. najmniejszg liczbe naturalng wiekszg od max{0,B}. =

Twierdzenie glosi, ze w niestacjonarnej gospodarce Gale’a z graniczng
technologig optymalne procesy wzrostu, niezaleznie od dlugosci horyzontu T,
.prawie zawsze” przebiegajg w dowolnie bliskim otoczeniu wielopasmowej

< 400. W charakterze liczby k., o kidérej mowa w te-
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magistralill. Nie precyzuje jednak w ktorej fazie wzrostu optymalne procesy
zblizajg sie do magistrali, czy sg zbiezne w sensie Lapunowa, czy asympto-
tycznie etc. Mowig o tym kolejne dwa twierdzenia. Dowdd ,bardzo silnego”
twierdzenia o magistrali (twierdzenie 4) wymaga jedynie pewnej modyfikacji
warunku (U3) naktadanego na posta¢ funkcji uzytecznosci. Przy dowodzie
,Silnego” twierdzenia o magistrali (twierdzenie 3) potrzebne sg dodatkowe wa-
runki (G9)—(G11), ktére formutujemy ponize;.

Wezmy liczbe € > 0 i oznaczmy przez Z(e) zbioér dopuszczalnych proceséw
produkcji z naktadami odlegtymi o co najmniej € od wielopasmowej magistrali
N (w sensie metryki d(-), zob. lemat 2):

Z(e) = {(x,y) € Z\ {0}|d(x,N) = ¢ }.

Zgodnie z lematem 2 (warunek (6')) efektywnos$¢ ekonomiczna B(x,y, p) kaz-
dego procesu (x,y) € Z(¢) jest nizsza od optymalnej o co najmniej &, > 0.
W kolejnych lematach 3, 4 prezentujemy niektére witasnosci funkcji B(-,-,p)
potrzebne przy dowodzie ,silnego” twierdzenia o wielopasmowej magistrali.

O Lemat 3. Jezeli zachodzg warunki (G1)—(G7), to:

() BC,,p) € COZ(e) - RY),
(2i)) ve > 013 (x’%gg(s)ﬁ(x, y,p) = b(e) < ay.

Dowdd, Panek (2017b, Fakt 1, 2). [
Wprowadzajgc oznaczenie §(¢) = a, — b(e) mozemy warunek (2i) lematu 3
zapisaé réownowaznie tak'?:

Ve > 0368(e) € (0,ay] V(x,y) € Z(e)(B(x,v,P) < ay — 8(¢)). (16)

Funkcja b(-) jest nierosngca (tam gdzie jest okreslona), b(¢) = a,, przy € = 0,
zatem §(¢) - 0 , gdy € — 0. Przy dowodzie ,silnego” twierdzenia o magistrali
zaktadamy monotonicznos¢ funkcji b(+):

(G9) Funkcja b(-) maleje (rGwnowaznie, funkcja §(-) rosnie) na obszarze okre-
Slonosci.

Zgodnie z tym warunkiem maksymalna efektywnos¢ ekonomiczna procesu
(x,y) € Z \ {0} w gospodarce z graniczng technologig maleje w miare oddalania
sie, w sensie metryki d(-), naktadéw x od wielopasmowej magistrali N. Warunek

" Zawsze, poza skonczong liczbg okreséw czasu niezalezng od dtugosci horyzontu T.
2 iczba 6, = (&) jest najwiekszg liczbg spetniajgcg warunek (6).
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jest spetniony w szczegolnosci, gdy wszedzie poza Z,,, graniczna przestrzen
produkcyjna Gale’a jest stozkiem silnie wypuktym: dla dowolnych liczb a,f > 0
i kazdej pary liniowo niezaleznych proceséw (x*,y'), (x2,y%) € Z \ Z,,, ich kom-
binacja liniowa (x,y) = a(x,y!) + B(x?,y?) jest punktem wewnetrznym prze-
strzeni produkcyjnej Z.

O zbiorze S wektoréw struktury produkcji w optymalnych procesach (x,y) €
Z,pt Zakladamy, ze spetnia ponadto nastgpujacy warunek:

(G10) 31 ={iy,ip,..,i;l0<k<n}VseS(iel=s>0Ajgl=s=0).

Poniewaz (x,y) € Z,,, wtedy i tylko wtedy, gdy s = ﬁ € S, warunek ten moéwi,

ze w kazdym optymalnym procesie produkgcji (x,y) € Z,,, wytwarzane sg wy-
tacznie towary iy, iy, ..., iy. 13

o Lemat 4. Jezeli zachodzg warunki (G1)-(G6) oraz (G10), to

Vs € S}(1) Vs e S30(s,5) € (0,1]VS € (0,ay) e’ >0
(lls -Sll<e = ((s,a(s, Says) € Q) Aa(s,a(s,5)ays) = ay — 6)),

gdzie: S¥(1) = {x € RY||x|l = 1}, (1) = {(x,¥) € Z|lIx|| = 1},
Dowéd™. Wezmy wektor s € S c S?(1). Niech I = {i| 5; > 0}. Pokazemy, ze
istnieje takie &£ — otoczenie wektora s € Sw ST (1):

Ue(5) ={s € ST lIs =5l < &,
ze Vs € Us(5) Vi € I(s; > 0). Niech & = nlnelln 5; =5, > 0 oraz s € Us(5). Wéwczas
vi€l(ls;— 5l < lls =5l <5,
tzn. =5, < s; — 5§ <5, czylis; > 5 —5, = 0.
Zwazywszy ze ||s|| = ||5]| = 1 stwierdzamy, Ze istnieje liczba

A(s,5) = minfA|As = 5} = mealx§ >1.
i i

'3 Nie wyklucza to w szczegolnosci przypadku, gdy k = n, tj. gdy w kazdym optymalnym procesie
wytwarzane sg wszystkie towary, zob. Panek (2016b, 2017b).

W pracy Panek (2017b) elementami zbioru S wektoréw struktury produkcji we wszystkich opty-
malnych procesach (x,y) € Z,,. sa wektory dodatnie, obecnie moga to by¢ wektory poétdodatnie.
Lemat jest zmieniong (dostosowang do specyfiki obecnego modelu) wersjg Faktu 3 z tejze pracy.
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Poniewaz (5, ay5) € Q(1) c Z, wiec z (G3) dostajemy (A(s, 5)s, ayS) € Z, czyli
(s,0(s,5)ays) € Q(1), (17)

gdzie o(s,5) = ﬁs) < 1, funkcja o (-, 5) jest ciggta w otoczeniu punktu 5i o(5,5) =
=1.

Funkcja a jest ciggta w otoczeniu (5, a,5) oraz

a(5,ays) = max a(x,y) = ay,
5, ays) eex (x,y) M

Wiec
V8 € (0,ay)3e’ >0(ls=5|l <& <é>= a(s,a(s,5)ays) = ay —6). (18)

Z (17), (18) wynika teza. ]

Lemat gtosi, ze jezeli wektor (unormowanych) naktadow s lezy blisko ktorego-
kolwiek wektora 5 (struktury produkcji na wielopasmowej magistrali N), to istnieje
proces, ktéry (z efektywnoscig dowolnie bliskg optymalnej) z naktadoéw s prowa-
dzi do wielopasmowej magistrali.

Zgodnie z warunkiem (G8), poczawszy od okresu £ w gospodarce mamy co
najmniej jeden promien Ny € N, na kiérym moze ona rozwija¢ sie (zwiekszac
produkcje) w maksymalnym tempie a,15. Warunek (G11), ktéry formutujemy
ponizej, rozszerza z czasem te mozliwo$¢ na wszystkie promienie von Neuman-
na (pojedyncze magistrale produkcyjne) Ng,s € S, sktadajace sie na wielopa-
smowg magistrale. Dodatkowo stanowi, ze okresy t, sukcesywnego udostepnia-
nia gospodarce kolejnych ,paséw szybkiego ruchu” (promieni von Neumanna)
N, na wielopasmowej magistrali N nie przekraczajg pewnego granicznego okre-
sut < +oo;

(G11) 3t < +ooVs€e Sty <E((s,ays) € Z(t;+1) S+ € 2).
Jezeli horyzont T jest dostatecznie dtugi, t; > ¢, to
Vs € SVyS € N((y%, any®) € Z(ts + 1) € Z(t; +2) S -+ € Z),
co oznacza, ze dlat; > t:

Vs € SYN; € NVy® € Nyt € {t; + 1, ..., t, }(y5(t) = ap; “y° € Ny).

S Promien (pojedyncza magistrala) N, € N jest swoistym ,pasem szybkiego ruchu” gospodarki na
wielopasmowej magistrali, dostepnym od okresu t = ¥ + 1.
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Po granicznym okresie t wszystkie optymalne procesy produkcji sg w zasiegu
mozliwosci technologicznych gospodarki:

Zope € Z(t) dla t > E.

Zaktadamy ponadto, ze funkcja uzytecznosci zamiast warunku (U3) spehnia
nastepujacy (silniejszy) warunek:

(U3’) vseS (u(s)=a(p,s) >0).16
o Twierdzenie 3 (,Silne ” twierdzenie o magistrali). Niech {y*(t)}?:o bedzie
(v°, t;,u) — optymalnym procesem wzrostu w niestacjonarnej gospodarce Gale’a
z graniczng technologig. Jezeli spetnione sg warunki (G1)-(G11), (U1), (U2),
(U3), to

Ve > 03k, e NVt >t + 2k,
Vte{t+ k., t+ ko +1,....t; — k3 (dy*(t),N) <¢)

(N oznacza tutaj zbiér liczb naturalnych).
Dowéd'’. Pokazemy najpierw, ze
IE>0V5E S(seU:(3) > Viel(s; >0)) (19)

gdzie Ux(5) ={s € S}ls -5l <&}, I=/{iy, iy ...,ix}. Istotnie, poniewaz zbior
S c R} jest zwarty, to wobec (G10)

Vi € 3v; =mins; > 0.
SES

Niech & = meiln vi=v,=v>0,5€ S oraz s € Us(5). Wéwczas (podobnie jak
L

przy dowodzie lematu 4) stwierdzamy, ze
viel(ls; =5l < s =3l <v),
tzn. —v <s; — 5, <v,czylis; >5 —v = 0.

6 Warunek ten jest rownowazny z nastepujgcym: Vy € N (u(y) = a (p,y) > 0). Glosi, ze forma
liniowa H,;(y) = a(p,y) aproksymujgca z gory funkcje uzytecznosci u jest (wzdtuz wielopasmowe;j
magistrali) styczna do jej wykresu.

7 Dowod wzorowany na Panek (2017b, tw. 2).
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Wezmy dowolng liczbe € > 0, liczbe 6(¢) € (0, a)] spetniajgcg warunek (16),
liczbe & € (0,8(e)) oraz odpowiadajaca jej liczbe &' € (0, min{e, £}) z lematu 4.
Zgodnie ze ,stabym” twierdzeniem o magistrali istnieje taka liczba naturalna k.,
ze jezelit; > k., to

d(y*(z1),N) <¢'. (20)

co najmniej w jednym okresie t < t,. Niech t; > t + 2k,. Przez t; > t oznaczmy
pierwszy (po t), a przez 1, ostatni okres horyzontu T, w ktérym zachodzi waru-
nek (20). Wowczas

35€ STk <N > 0,i = iy, i, o, ix A || 57(2y) = 51l = d(y*(2), N) < €.

gdzie s*(ty) = ”;'iglin > 0. W Swietle (19), zwazywszy ze ¢’ < & mamy
1
Gl ~ T e b
a w my$l lematu 4:
y (7)) _)
——— o*ayS5 | € Q(1),
<||y*(r1)|| us )& A
tzn.
(" (z1),poays) € Z, (21)

oraz a(s*(1y),0*ayS) = ay — §,gdzie * = o(s*(1,),5),p = lly* ()| > 0.
Poniewaz 1, > t, wiec zgodnie z (G11):
Gayd) e Zt;+ 1) cZ() cZ(ry) S CZ,
czyli (wobec (G1)):
(po*ays,po*as) € Z(r; +1) c - C Z,
(po*ags,porays) € Z(t,+2) S+ C Z,

itd. Stad i z (21) ptynie wniosek, ze (y°t;) — dopuszczalny jest nastepujgcy
proces {y(t)}?:o:

- y(),t=0,1,..,1,
y(t) = { £ t—T1 = !

pora, 'S,;t= 1, +1,..,t.
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Z definicji procesu optymalnego {y*‘(tr)}lfl=0 (zwazywszy na dodatnig jednorod-
nos¢ stopnia 1 funkcji uzytecznosci) wynika, ze:

u(y*(t) = potay "u(s) > 0. (22)
Zatézmy, ze k' jest liczbg okresow (miedzy t4,7,), w ktérych
d(y*(t),N) = ¢.
Z (2), (6’) (wobec (G5), (7)) otrzymujemy:
5" ) — 57) 2 al T (ay - 50)" By (@)
czyli (ze wzgledu na wiasnosc¢ (U2) funkcji uzytecznosci):

u(y*(t) < a@,y* () < a(ay — 5(e") ™ a2 7w

) (23)
(ay — 6N By (1)),

przy czym 0 < §(e') < 8(¢) (gdyz funkcja &(-) jest rosngca, zob. (G9)), zatem
6(e) < ay. Laczac (22), (23) dochodzimy do nieréwnosci:

0 < poa} " u(3d) < aalay — 6(5’))':1_120(,?}_12_1(’((11\,1 - 5(5'))k 0,y (t)),

ktorg (zwazywszy na wiasnos¢ (U3’) funkcji uzytecznosci oraz pamietajac, ze,
s* (1) = 2L (5 5*(2,)) > 0 oraz p = |ly*(ry)|l > 0) mozna zapisac inaczej tak:

ly*C@Oll
(aM - 5(g)>"' 5 ( . >t ( 7@ ) 24)
Ay Ay — 5(e") (P'S*(T1))

W mys$l lematu 4:

a=a(s*(t)),0"ays) = ay — 6,

Wiec as*(t,) < a*aySs, oraz (ay — 8§)s*(t,) < o*ayS. Wowczas:
(ay — 8)(p,s™(11)) < o an(D,3),

czyli

a*(p,5) ay — 0
p,s*(r)) ~  ay

Stad i z (24) dostajemy:
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ay —6(e) K - ( ay )tl—TZ ay—§6
am ~ \ay —6(e) aym

Pamigtajac, ze 0 < (") < 8(¢) < ay, oraz & € (0,8(¢)) i t; — 7, = 0, docho-
dzimy do nieréwnosci:

]

(aM . 5(e)>"' N ( ty )tl—rz ay — 8

Ay ay —6(e) Ay

ap—6(g)

am
Jedyng nieujemng liczbg catkowitg spetniajgcg ten warunek jest k' = 0. W cha-
rakterze liczby k., o ktérej mowa w tezie twierdzenia, mozna przyjaC k. = k.. m
Udowodnione ,silne” twierdzenie o wielopasmowej magistrali pokazuje, ze
w niestacjonarnej gospodarce Gale’'a z graniczng technologig optymalne proce-
sy wzrostu przebiegajg zawsze w poblizu wielopasmowej magistrali N, za wyjat-
kiem ewentualnie poczgtkowych i/lub koricowych okreséw horyzontu T. Im dtuz-
szy jest horyzont, tym dtuzej — w jego srodkowym okresie — wszystkie optymalne
procesy wzrostu pozostajg w dowolnie bliskim otoczeniu wielopasmowej magi-
strali.

Kolejne twierdzenie wyjasnia co sie dzieje z optymalnym procesem, ktory
w pewnym okresie dociera do magistrali.
O Twierdzenie 4 (,Bardzo silne ” twierdzenie o magistrali). Jezeli spetnione sg
warunki (G1)-(G7), (U1), (U2), (U3’) i (¥°t,,p) — optymalny proces wzrostu
{y*(t)}ﬁl=0 w okresie f < t; spetnia warunek:

K'-1 r_ ,
z ktorej wynika, ze ( )" > 1lub rownowaznie (ay — 6(2))° > afy 1.

a(y' @,y (E+1) =ay
(dociera w okresie  do wielopasmowej magistrali), to
vtef{t+1,..,t; — 1} (y*(t) € N).

Dowéd. Jezeli w okresie f < t; optymalny proces {y*(t)}il=0 dociera do magi-
strali, wowczas istnieje (y°,t;) — dopuszczalny proces {y(t)}?zo postaci

" y'(©),t=01..1%
g =4 - —i y

pSay ,t=t+1,..,t,
y'(®

o €5 €0 prowadzi do nieréwnosci:

p=ly Ol >05=

u(y"(t) = u(5(t) = paliu(s) > o. (25)
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Z warunku a(y*(®,y*(f+ 1)) = ay wynika, ze y*({ + 1) € N.Zatézmy, ze
y*(r) ¢ N w pewnym okresie t € {f + 2,...,t; — 1}. Wowczas

3> 0(d@*(7),N) = ¢),
i zgodnie z (6’) istnieje taka liczba &, € (0, ay), ze
@y T+ 1) < (an = 6P,y (D) (26)

Pamigtajgc, ze (y°t;,p) — optymalny proces spetnia warunek (13), po
uwzglednieniu (26) otrzymujemy:

ti—t-1

@y D) <ay  (ay =8P,y (D),

gdzie y*() = ps, a stagd (wobec (U2)):

u(y*(t) < a(p,y*(t) < apal} ™ (ay — 5.0, 3). (27)

taczac (25), (27) dostajemy nierdwnosc:

aPa;}_f_l(aM —6.)(p,5) = pa,f,}_fu(s') > 0.

Warunek (U3’) stanowi, ze a(p, 5) = u(5) co prowadzi do nieréwnosci:

aM_6£>1

= 4

Oy
z ktérej wynika, ze 6, < 0, wbrew (6’). Otrzymana sprzecznos$¢ zamyka dowéd.m
4. UWAGI KONCOWE

Postulowana w pracy niestacjonarno$¢ (zmiennos¢) technologii jest w dtugich
okresach czasu zgodna z przebiegiem realnych proceséw gospodarczych. Na-
tomiast hipoteza zbieznosci technologii — bedgcej wytworem potegi umystu
ludzkiego — do pewnej technologii granicznej (zaktadajgca implicite, przynajm-
niej w wymiarze technologicznym, istnienie nieprzekraczalnych granic rozwoju
naszej cywilizacji) moze juz budzi¢ zastrzezenia. Na pewno jest trudna do wery-
fikacji empirycznej.

Chocby dlatego w dalszych badaniach warto przyjrze¢ sie stabilnosci opty-
malnych procesow wzrostu w niestacjonarnych gospodarkach input-output typu
Neumanna-Gale’a-Leontiefa z wielopasmowymi magistralami, ale bez zatoze-
nia o zbieznosci ich technologii do hipotetycznej technologii granicznej. Wielo-
pasmowe magistrale bedg woéwczas reprezentowane przez wigzki krzywych
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w przestrzeniach fazowych takich gospodarek lub przez (zmieniajagce sie w cza-
sie) wigzki promieni von Neumanna w ich przestrzeniach stanow'@.

Znacznie trudniejszym i dlatego tym bardziej interesujgcym w dalszej perspek-
tywie problemem jest uwzglednienie, obok postulatu niestacjonarnosci gospodarki,
takze faktu zmieniajgcej sie liczby towarow (zuzywanych i/lub wytwarzanych).

Do przesledzenia pozostaje takze przebieg optymalnych proceséw w dtu-
gich okresach czasu ocenianych z perspektywy szerszego wachlarza kryteriow
wzrostu'®.
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NIESTACJONARNA GOSPODARKA GALE’A
Z GRANICZNA TECHNOLOGIA
| WIELOPASMOWA MAGISTRALA PRODUKCYJNA.
»SLABY”, ,,SILNY” | ,,BARDZO SILNY” EFEKT MAGISTRALI

Streszczenie

W pracach Panek (2016a, 2016b) zaproponowano uogolnienie pojecia magi-
strali w stacjonarnej gospodarce typu Gale’a poprzez zastgpienie pojedynczej
magistrali (pojedynczego promienia v. Neumanna) przez zwartg wigzke magi-
stral, ktérg nazwano magistralg wielopasmowg. Udowodniono w nich tzw. ,sta-
bg” wersje twierdzenia o wielopasmowej magistrali (a) w stacjonarnej gospodar-
ce Gale’a ze stalg (niezmienng w czasie technologig produkcji) oraz (b) w nie-
stacjonarnej gospodarce Gale’a z technologig zbiezng z czasem do pewnej
technologii granicznej. W niniejszym artykule, w nawigzaniu do w/w prac, przy
czesciowo zmodyfikowanych zatozeniach przedstawiono — obok dowodu ,stabe-
go” twierdzenia — takze dowod ,silnego” oraz .bardzo silnego” twierdzenia
o wielopasmowej magistrali w niestacjonarnej gospodarce z technologig zbiezng
z czasem do pewnej technologii granicznej.

Slowa kluczowe: niestacjonarna gospodarka Gale’a, rownowaga chwilowa
von Neumanna, wielopasmowa magistrala produkcyjna

NON-STATIONARY GALE ECONOMY WITH LIMITED TECHNOLOGY
AND MULTILANE TURNPIKE. "WEAK”, "STRONG”
AND "VERY STRONG” TURNPIKE THEOREM

Abstract

In the author’s previous papers (2016a, 2016b) the generalized concept of
turnpike in the stationary Gale’s economy has been proposed — a single turnpike
(single von Neumann’s ray) has been replaced with a compact bundle of turn-
pikes and it has been called multilane turnpike. It has been proven that the
"weak” turnpike theorem holds in (a) stationary Gale’s economy with fixed (un-
changeable in time) production technology and in (b) non-stationary Gale’s
economy with technology convergent with time to a limit technology. In this arti-
cle, in reference to the aforementioned papers, alongside with the "weak” turn-
pike theorem, the proof of the “strong” and “very strong” turnpike theorem has
been presented for the partially modified assumptions in a non-stationary econ-
omy with multilane turnpike and with technology convergent with time to a limit
technology.

Keywords: non-stationary Gale model, von Neumann temporary equilibrium,
multilane production turnpike
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Metoda wyznaczania trajektorii w otoczeniu
rownowagi dtugookresowej w neoklasycznych
modelach egzogenicznego wzrostu gospodarczego®

1. WPROWADZENIE

W neoklasycznej teorii egzogenicznego wzrostu gospodarczego uwaga jest
przede wszystkim skierowana na analize dynamiki wzrostu na Sciezce zréwno-
wazonego wzrostu. Jesli jednak gospodarka nie jest w rownowadze, to nie po-
winno sie ogranicza¢ do rozwazah nad gospodarkg na Sciezce zréwno-
wazonego wzrostu. Ayres (1999) analizujgc problem wzrostu poza $ciezkg
zrébwnowazonego wzrostu przytacza stowa angielskiej ekonomistki Joan Robin-
son (1962, s. 78) , The concept of equilibrium is, of course, an indispensable tool
of analysis ... But to use the equilibrium concept, one has to keep
it in its place, and its place is strictly in the preliminary stages of an analytical
argument, not in the framing of hypotheses to be tested against the facts,
for we know perfectly well that we shall not find facts in a state of equilibrium.”

W pracy rozwazymy neoklasyczne modele egzogenicznego wzrostu, sformu-
towane w postaci ukfadu dynamicznego, ktérych dynamike bedziemy badaé
w otoczeniu réwnowagi dtugookresowe;.

W teorii wzrostu gospodarczego czesto jest rozwazana klasa modeli formu-
towana w matematycznym jezyku uktadéw dynamicznych. Na ogot sg to ukta-
dy nieliniowe z czasem ciagtym lub dyskretnym (Chiarella, 1990). W pracy
koncentrujemy uwage na modelach sformutowanych w jezyku autonomicz-
nych uktadéw dynamicznych z ciggtym czasem, t.j. majgcych posta¢ (Perko,
2001)
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| &

X = =f(x),x e Rt ER, (1)

U

t

gdzie x jest wektorem stanu uktadu, x = [x1,x?, ..., x™]” oraz f jest funkcjg gtad-
kg klasy C2.

Rozwigzanie uktadu (1) ma posta¢ odwzorowania x — x(t, x,), t.j., przy zada-
nym warunku poczgtkowym x(t = t,) = x,, jest to funkcja czasu t przyporzad-
kowujgca w dowolnej chwili czasu t potozenie na krzywej xi(t, x,) W przestrzeni
fazowej (x, ..., x™). Funkcje te nazywamy strumieniem a krzywa x(t, x,) prze-
chodzaca przez punkt x, trajektorig fazowa. W ten sposéb ewolucja uktadu (jego
wektora stanu) jest reprezentowana w przestrzeni fazowej przez trajektorie fa-
zowe.

Twierdzenie o istnieniu i jednoznacznosci rozwigzania uktadu (1) gwarantuje,
ze rozwigzanie po pierwsze istnieje, po drugie jest jednoznacznie wyznaczone
przez warunek poczatkowy x, (Perko, 2001; Palczewski, 2004). Oznacza to, ze
w przestrzeni fazowej przez zadany punkt moze przechodzi¢ tylko jedna trajek-
toria. Szczegdlne miejsce posrod rozwigzan ukfadu zajmujg rozwigzania oso-
bliwe

Vi fi(xt, ..., x™) =0, (2)

odpowiadajgce zerowaniu sie prawych stron uktadu (1). O ile rozwigzania regu-
larne sg reprezentowane przez zalezno$ci algebraiczne, o tyle rozwigzania oso-
bliwe sg reprezentowane przez punkty, tzw. punkty stacjonarne.

Z ekonomicznego punktu widzenia trajektorie reprezentujg ewolucje uktadu
(na przyktad w modelu Solowa-Swana zmiane w czasie zasobu kapitatu rze-
czowego na jednostke pracy), natomiast punkty stacjonarne reprezentujg punk-
ty rownowagi uktadu. W przypadku modelu wzrostu Mankiwa-Romera-Weila
(1992) trajektorie reprezentujg ewolucje uktadu na dwuwymiarowe] ptaszczyz-
nie fazowej. Analogicznie w modelu Nonnemana-Vanhoudta ewolucja ma miegj-
sce w tréjwymiarowej przestrzeni fazowej.

W ekonomii matematycznej od lat 30. XX wieku interesowano sie przede
wszystkim punktami stacjonarnymi zgodnie z paradygmatem, ze uktad ekono-
miczny znajduje si¢ w potozeniu rownowagi (Frisch, 1933). Uktad ekonomiczny
jest wiec stabilny, ale podlega egzogenicznym szokom.

Wtedy naturalnym jezykiem opisu dynamiki proceséw ekonomicznych byty
uktady stabilnych liniowych réwnan rézniczkowych bgdz réznicowych, w kto-
rych po prawych stronach wystepowaty zaburzenia stochastyczne (Chiarella,
1990, s. 4).

Zainteresowanie modelowaniem dynamiki procesow ekonomicznych z wyko-
rzystaniem nieliniowych uktadéw dynamicznych zaczeto wzrasta¢ w latach 70.
XX wieku. W tym kontekscie wazng role odegrali Goodwin (1967), Chang,
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Smyth (1971), Torre (1977) Schinasi (1981, 1982) oraz Medio (1992). Autorzy ci
pokazali jak wspodtczesna wiedza dynamistéw moze by¢ uzyta do badania dy-
namiki procesdw ekonomicznych. Rozwdj w dziedzinie badan nieliniowej dyna-
miki proceséw ekonomicznych doskonale ujgt w swoim eseju Chiarella (1992).
Zauwazyt on ogromny wptyw rosyjskich uczonych, przede wszystkim Androno-
wa i jego wspotpracownikow, ktdrzy zbudowali jezyk i metody badania uktadow
dynamicznych. Istotg ich podej$cia byty jako$ciowe badania nieliniowych réwnan
rézniczkowych i ich uktadow, charakteryzujgce sie tym, ze uzyskujemy warto-
Sciowg wiedze o dynamice procesow bez znajomosci jawnych rozwigzan tych
rownan.

Dla jednowymiarowego modelu wzrostu gospodarczego Solowa-Swana
(Solow, 1956; Swan, 1956), ktéry mozna sprowadzi¢ do postaci rownania
rézniczkowego Bernoulliego, znamy jawne rozwigzanie. W ogdlnosci gdy
wymiar modelu egzogenicznego wzrostu gospodarczego jest rowny dwa (mo-
del Mankiwa-Romera-Weila, 1992) lub wiekszy niz dwa (model Nonnemana-
Vanhoudta, 1996) trudno jest znalez¢ jawne rozwigzanie. Jednakze dzieki
wykorzystaniu programoéw do obliczen symbolicznych w modelu Makiwa-
Romera-Weila zostaly znalezione relacje algebraiczne pomiedzy kapitatem
rzeczowym | kapitatem ludzkim jako funkcji czasu w postaci funkcji hipergeo-
metrycznej ,F; (Krawiec, Szydtowski, 2001) Podobnie, Zawadzki (2015) zna-
lazt rozwigzanie w postaci funkcji hipergeometrycznej Gaussa ,F; dla modelu
Lucasa-Uzawy.

Celem pracy jest analiza modeli wzrostu gospodarczego reprezentowanych
przez autonomiczny uktad dynamiczny i wyznaczenie jego rozwigzania
w postaci szeregu potegowego z wykorzystaniem programéw do obliczen
algebraicznych (symbolicznych), takich jak Maple, Mathematica, Maxima czy
Sage.

W pracy ograniczymy sie do zastosowania proponowanej metody w dwéch
modelach wzrostu gospodarczego: modelu Solowa-Swana i modelu Mankiwa-
Romera-Weila. Metoda ta jest ogdlna i ma zastosowanie do modelu ekonomicz-
nego reprezentowanego przez dowolnie wymiarowy ukfad dynamiczny.

2. JEDNOWYMIAROWY UKEAD DYNAMICZNY
2.1. Rozwiniecie w szereg potegowy
Niech
x = f(x), 3)
gdzie f jest funkcjg gtadkg. Poszukujemy rozwigzania réwnania x(t)x(t,x,),

x(ty) = x, W postaci szeregu potegowego przy warunku poczatkowym x(t,) = x,.
Niech ma ono postaé
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2

dx 1d“x
= J— — —_— _ 2
X =x(0) + | -t 4ggE| -
t=tg
1 d3X 5 (4)
Taras| TR

t=tgo

lub

X(0) = %o + £ () (t ) + 5 G (x0) (¢ = 10)?

1 (5)
+ 31 [frox (o) f (x0) + F2 ()1 f (xo) (& — )3 + -+,

gdzie podstawilismy

%= f),
d d
%=k = — f(0) = ()% = L (), ®)
d d
¥ = — % = f()f () = [fux CIF () + 2O )

i nastepne pochodne. Pochodne te przy zadanych warunkach poczatkowych
obliczymy wykorzystujgc program do obliczenh algebraicznych.

2.2. Model Solowa-Swana

Zastosujmy powyzszg procedure prostego modelu ekonomicznego. Przykita-
dem modelu wzrostu gospodarczego reprezentowanego przez jednowymiarowy
ukfad dynamiczny jest model Solowa-Swana (Solow, 1956; Swan, 1956)

k() = sk*(t) — §k(t) = f(k(1)), (7)

gdzie k jest oznaczeniem kapitatu rzeczowego na pracujgcego, s jest oznacze-
niem stopy oszczednosci i § jest oznaczeniem stopy deprecjacji kapitatu rze-
czowego.

Stosujgc powyzszg procedure rozwiniecia w szereg potegowy dla zmiennej k
w modelu wzrostu gospodarczego Solowa-Swana otrzymamy
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2

k(D) = k(to) + X

_ - _ 2
dt t=t0(t t0)+2!dt2 . (t —to)
t=tg
1 d3k 5 (8)
+§E (t—to) +
t=tgo
Zdefiniujmy
1dk
© = 1 d%k
B = knz ar?
1 d3k
j©) = = e 9)
1 d*
SO = i
1 d°k
IO = s

gdzie H jest oznaczeniem wzglednego wzrostu (tempa wzrostu), q jest ozna-
czeniem zmiany tempa wzrostu, j jest oznaczeniem zrywu (zmiany przyspiesze-
nia tempa wzrostu) oraz s il to zmiany j i s. Tak zdefiniowane funkcje (9) sg
niezalezne od postaci jednowymiarowych uktadéw dynamicznych ze wzgledu na
ich konstrukcje. Sg to miary zmiennosci, w tym przypadku kapitatu rzeczowego,
czulsze niz tempo wzrostu. Te wielkosci definiujemy dla dowolnej chwili czasu.
| wszystkie wspdétczynniki w rozwinieciu w szereg potegowy sg liczone dla wa-
runku poczatkowego w chwili t,.

Wybierajgc k, = 1 i oznaczajgc At =t — t, ostatecznie uzyskujemy rozwi-
niecie funkcji kapitatu rzeczowego w modelu Solowa-Swana w szereg pote-
gowy

1 1 1

1
50 1+)5
+ 120 loHy (At)> +
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Z drugiej strony wielkosci (9) mozemy wyliczy¢é bezposrednio z uktadu (6) dla
funkcji f modelu Solowa-Swana (7), tj.

H=£=sk“‘1—6,
1 _ask*'—§ y
q_kHszf_ Ska_1—8 ) ( )
c_ 1 ala — 1)sk* 2(sk® — 8k) + (ask® ™ — §)?
J= m(fkkf +fOf = G162

i nastepnie wielkosci s, [, itd.

Wykresy funkcji (11) oraz s i | zostaty przedstawione na rysunku 1. Dla ilu-
stracji wybrano typowe wartosci parametrow modelu: s = 0,2, « = 1/3i 6 = 0,05.

Rysunek 1. Wykresy funkcji H(t), q(t), j(t), s(t) i L(t) dla modelu Solowa

Hin qlt) ity
0,14} e e S POt |
0,12} ~02! S~J10 15 20 25 30 1.0}
0,101\ ~04}
008} 0.6} . 0,5}
0,06 _osl |
0,04} ol
0,02} ¥ l‘:. . T e
| ¢ -1.2} \ | 5 10 1520 25 30
5 10 15 20 25 30 ~1.4F I
s(t) lit)
| T s—wa_1s 20 25 30
2.5} -5}
2,04 ~ 10
I,SE {
~15
1.0} ]'{
n_.‘-E -20}
. t -25}
5 10 15 20 25 30 |

Zrédio: opracowanie wiasne.

Oczywiscie model Solowa-Swana (7) jest uktadem catkowalnym, co tatwo
sprawdzi¢ dokonujgc podstawienia

k >z =k, (12)

Wtedy ukfad przyjmie postaé réwnania rézniczkowego Bernoulliego, ktérego
jawne rozwigzanie ma postaé

1
k(t) = [(kd™® — s8)e~ (-0 4 s5]T-a, (13)

gdzie k, = k(t = 0).
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JeZeli wprowadzimy zmienng x = k/k, to rwnanie (9) zostaje przeksztatcone
do nastepujgcego wyrazenia

x(t) = (@ — Dx()? + §(a — D)x(t). (14)

Réwnanie to ma nastepujgce rozwigzanie

1)
x(t) = 5

(1+ x_o) oG- _ 1

(15)
gdzie x, = x(t = 0).
Poréwnanie przyblizenia w postaci rozwiniecia w szereg potegowy (10) i jaw-

nego rozwigzania (13) modelu Solowa-Swana przedstawia rysunek 2 (t, = 0).

Rysunek 2. Wykresy funkcji k(t) dla modelu Solowa-Swana

k(1)
5¢
4t
2_/
1
t
5 10 15 20 25 30
—1t

Dolna krzywa zostata uzyskana z rozwinigcia potegowego k(t) dla pierwszych 5 wyrazéw. Goérna krzywa zostata
uzyskana z analitycznej postaci k(t). Czas charakterystyczny 7, dla ktérego réznica pomigdzy warto$ciami aprok-
symacji k(t) i funkcji k(t) jest rzedu 5% wynosi 15,48. Warto$¢ funkgji k(t) dla t = 7 jest réwna 3,28.

Zrédio: opracowanie wiasne.

Dla uzyskania lepszej zbieznosci szeregu potegowego wprowadzamy pojecie
aproksymant Padégo (Baker, 1996; Jones, 1980).

Definiujemy (m,n) aproksymante Padégo funkcji f(x), ktéra dana jest przez
funkcje wymierng

ag + at + -+ a,t"
1+ byt + -+ byyt™

B () = (16)

stopnia n > 0 (licznik) oraz m > 0 (mianownik), ktéra sie zgadza z funkcjg f(t)
i jej pochodnymi w x = 0 do najwyzszego mozliwie rzedu, tj.
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Pmn(o) = f(O),
P’mn(o).= f’(O), (17)

Ban™(0) = fm(0).

Rysunek 3 przedstawia aproksymanty Padégo dla funkcji k(t).

Rysunek 3. Wykresy funkcji k(t) dla modelu Solowa-Swana

k(t)

rd

e 1
20 40 60 80 100

Gorna krzywa zostata uzyskana dla aproksymant Padégo dla funkgji k(t). Dolna krzywa zostata uzyskana z ana-
litycznej postaci k(t). Czas charakterystyczny t, dla ktérego réznica pomiedzy wartosciami aproksymaciji k(t)
i funkgji k(t) jest rzedu 5% wynosi 40,43. Warto$¢ funkgji k(t) dla t = 7 jest réwna 5,78.

Zrédio: opracowanie wiasne.

Innym sposobem aproksymaciji funkcji jest metoda iteracyjna. W tej metodzie
dzielimy interesujgcy nas przedziat dla ktérego chcemy aproksymowac funkcje
na n przedziatéw o diugosci At. Nastepnie bierzemy kilka pierwszych wyrazéw
z rozwinigcia w szereg funkgji k(t) i uzywamy ich do aproksymowania funkciji
k(t) na kazdym z tych przedziatéw z osobna. Warto$¢ aproksymaciji funkgji k(t)
na koncu danego przedziatu jest jednoczesnie warunkiem poczatkowym aprok-
symaciji funkcji k(t) w nastepnym przedziale. Na rysunku 4 jest przedstawiony
wykres funkcji k(t) dla modelu Solowa uzyskany za pomocg tej metody. Wykres
tej funkcji praktycznie idealnie pokrywa sie z wykresem funkgcji k(t) uzyskanego
metodg analityczna, tj. dolng krzywa na rysunku 3.

Rysunek 4. Wykres funkcji k(t) dla modelu Solowa-Swana

k(t)
8

6

4

2t/

I
50 100 150 200

Krzywa zostata uzyskana metodg iteracyjng. Dlugos¢ przedziatu At jest rowna 5. Przy tworzeniu aproksymacji
zostaty wziete wyrazy z rozwiniecia funkcji k(t) w szereg do drugiego wyrazu wigcznie.
Zrédio: opracowanie wiasne.
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Celem tego punktu byto zilustrowanie idei rozwiniecia w szereg potegowy
oraz wyprowadzenie parametréw zmiennosci funkcji na wzglednie prostym przy-
ktadzie. Nalezy jednak pamietaé, ze sama metoda jest ogdlna i mozemy jg za-
stosowac dla wyzej wymiarowego uktadu dynamicznego.

3. DWUWYMIAROWY UKtAD DYNAMICZNY
3.1. Rozwiniecie w szereg potegowy
Niech

x=P(x,y),

y=0Q(x,y), (18)

gdzie P,Q € C2.

Naszym celem jest skonstruowanie rozwigzan x(t), y(t) w postaci szeregu
potegowego Taylora przy zadanych warunkach poczatkowych

x(t =ty) = x0,y(t = to) = Yo, (19)

t.j. potoku fazowego ¢.(t = t,) = z(t, z,),z € R?,z = [x,y]".

Q(x,y), ktore determinujg dynamike modelu ekonomicznego. Funkcje P(x,y)
i Q(x,v) sa przynajmniej klasy C!. Rozwiniecia w szereg obu funkcji bedg mia-
ty postac

) = (t)+dx (¢ t)+1 : (t —to)?
R T t=t 07 21dt? - 0
1 d3x 0 (20)
3
+§F (t—tg)*+ -
t=to
i analogicznie
dy 1d?%y
yO =yt) +—=| (t—t)+=—5| (t—1ty)?
dtlie, 2tae?|,_,
1d% ’ (21)
—— (t—tg)3 + .
31dt3

t=f()
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Dla prostoty zastosujmy oznaczenia

k

I (t =ty) (22)

- 1
x(6) = ) et = ()¢ — to)¥, gizie ay(t = t5) =
k=0

i analogicznie

dk
(t)—z Bt = t)(¢ — to) gdzie Bt = t) = X (t= ). (23)

Zapiszmy wyrazenia a i f wykorzystujac funkcje P i Q

ay = x(t = to) = P(x(to), ¥(to)),
a, = k(t = ty) = (PP + P,Q)(to), (24)
az = X(t = ty) = (P?P + P}Q + P P? + P,,Q* + P,Q,P + P,Q,Q +
+2P, PQ) (t)

i dalsze pochodne, oraz

=yt =ty = Q(x(to) Y(to))

Bz = (t = to) = (QxP + Qy Q) (to), (25)
.83 = y(t = tO) = (Q)%Q + QJZ/P + Qxez + nyP2 + QnyQ + QnyP +
+2QxyPQ) (to)

i dalsze pochodne.

Poréwnujac a5 i B5, widzimy, S5 otrzymamy poprzez cykliczng zamiane P — Q,
Px - Qx1 Py - an Pxx - Qxx i Pyy - ny w as.

Wszystkie wspoétczynniki a; i 8; (i = 1,...,n) wyrazajg sie w ten sposob po-
przez pochodne czagstkowe prawych stron uktadu. Wielkosci te sg liczbami
otrzymanymi przez zadanie tych wielko$ci w punkcie poczgtkowym x(t,) = x,,
y(ty) = yo. Gdy prawe strony sg wielomianami uzyskujemy jawne catki szcze-
golne przy zadanych warunkach poczgtkowych.

3.2. Model Mankiwa-Romera-Weila
Rozwazmy teraz model Mankiwa-Romera-Weila (1992)

k = s k®hf — 5.k,

. 2
h = Shkahﬁ - 5hh, ( 6)

gdzie k jest oznaczeniem kapitatu rzeczowego na pracujgcego, h kapitatu ludz-
kiego na pracujgcego, oraz s, 6y i s,, 6, to oznaczenia stopy oszczednosci,
stopy deprecjacji odpowiednio dla kapitatu rzeczowego i kapitatu ludzkiego.
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Pierwszym krokiem jest podstawienie prawych stron uktadu (18) zmiennych
modelux =k,y=nh

P(k, k) = s k“hF — 8k, @
Q(k, h) = sgk®hf — 8,k.

Wybierajagc warunek poczgtkowy uzyskujemy rozwigzania k(t) i h(t) jako
funkcje parametréw modelu s, s, @, B, 6y i 6.

Zdefiniujmy, analogicznie jak w (9), parametry zmiennosci dla kapitatu rze-
czowego i kapitatu ludzkiego: tempo wzrostu Hy, H,, przyspieszenie q, qp, Zryw
Jx» Jn i kolejne parametry.

Wykresy zaleznosci k(t) i h(t) zadanych w postaci szeregéw potegowych oraz
funkcji charakteryzujgcych ich zmiennos¢ H,, Hy, Qi qn, jx, jn. | dalsze przedsta-
wiajg rysunki 5, 6 i 7. Rysunki zostaty zrobione dlaa =1/3, 8 = 0,25, s, =0,2,
s, =01, 8§ =005, §,=0,05 i dla warunku poczatkowego k(t,) =k, =10
i h(ty) = hy =1, gdzie t, = 0.

Rysunek 5. Wykresy funkcji k(t) i h(t) dla modelu Mankiwa-Romera-Weila

k(1) h(t)
[ { = -
00— ' 4t
I
8t
:‘ ol _—
6} i
4t )
N 5 10 15 20 \25 30
2t
I
| . _al
5 10 15 20 25 30

Dolne krzywe zostaty uzyskane z rozwiniecia potegowego k(t) i h(t) dla pierwszych 5 wyrazéw. Gérne krzywe
zostaty uzyskane z numerycznej postaci k(t) i h(t) uzyskanej poprzez numeryczne rozwigzanie réwnan (41)—(42).
Czas charakterystyczny t dla ktérego réznica pomigdzy warto$ciami aproksymacji funkcji, a dang funkcji jest rzedu

5% dla k(t) wynosi 13,68, a dla h(t) wynosi 12,35. Warto$¢ funkcji k(t) dla t = 7 jest réwna 10,20, a dla funkcji
h(t) jest réwna 2,90.

Zrédio: opracowanie wiasne.

Rysunek 6. Wykresy funkcji H(t), q(t), j(t), s(t) i I(t) dla funkcji k(t),
dla modelu Mankiwa-Romera-Weila
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Zrédio: opracowanie wiasne.
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Rysunek 7. Wykresy funkcji H(t), q(t), j(t), s(t) i I(t) dla funkcji h(t),
dla modelu Mankiwa-Romera-Weila
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Zrédto: opracowanie wiasne.

Reasumujac, szeregi sg okreslone nastepujgco

. |
i 3t

1 1
k(t) = k(ty) + Hy oAt + EQk,ong,o(At)z + g]'k,oI'Ii:’,o(At)3

i analogicznie

+—ls Hio(AD)* + -
24 k,04%k,0

1 1
h(t) = h(ty) + Hp oAt + ECIh,on%,o(At)z + g]'h,oH?l,o(At)s

1
+ ﬁsh,oH;;o(At)“ + .

(29)

gdzie indeksem ,0” oznaczamy wielkos$c¢ ilekro¢ odnosi sie ona do danej chwili,

ktéra zadaje warunek poczatkowy.

Wartos¢ wspotczynnikéw powyzszych rozwinie¢ kolejno w rzedach Hy,
(i odpowiednio Hj, o) uzyskamy na podstawie wartosci liczonych dla uktadu (20)
i (21) przy zadanym warunku poczgtkowym. Beda to funkcje parametréow mo-

delu.

W uzyskania lepszej zbieznosci szeregu potegowego wykorzystamy aprok-
symanty Padégo. Rysunek 8 przedstawia aproksymanty Padégo dla funkcji k(t)

i h(t).
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Rysunek 8. Wykresy funkcji k(t) i h(t) dla modelu Mankiwa-Romera-Weila
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Gorne krzywe zostaty uzyskane dla aproksymant Padégo dla funkcji k(t) i h(t). Dolne krzywe zostat uzyskane
z numerycznej postaci k(t) i h(t) uzyskanej poprzez numeryczne rozwigzanie uktadu réwnan (26). Czas charakte-
rystyczny t, dla ktérego réznica pomiedzy warto$ciami aproksymaciji funkcji, a dang funkcji jest rzedu 5% dla k(t)
wynosi 27,99, a dla h(t) wynosi 64,59. Warto$¢ funkgcji k(t) dla t = 7 jest réwna 11,39, a dla funkgji h(t) jest réowna
7,11.

Zrédto: opracowanie wiasne.

4. ESTYMACJA PARAMETROW MODELU WZROSTU NA TRAJEKTORIACH
W OTOCZENIU STANU STACJONARNEGO

Mankiw i inni (1992) wykorzystali egzogeniczne modele wzrostu do empirycz-
nego badania wzrostu gospodarczego. Pokazali oni jak dochdd na pracujgcego
zalezy od stopy wzrostu populacji i akumulacji kapitatu fizycznego oraz bez kapi-
tatu ludzkiego i z akumulacjg kapitatem ludzkiego. Przy zatozeniu, ze gospodar-
ka znajduje sie w stanie stacjonarnym, rozwigzania dla k i h w stanie stacjonar-
nym zostaty podstawione do funkcji produkgciji i otrzymano

Y +
ln% = [nA(0) + gt —%ln(n +g+9) +ﬁlns,(
B (30)

+———Insy.

l1—a-p

Jednakze interesujgcym bytoby estymowanie parametrow modelu na Sciez-
kach (trajektoriach) innych niz $ciezka zréwnowazonego wzrostu. Romer (2000,
s. 40—41) rozwaza jak szybko wystepujg efekty zmiany, np. stopy oszczednosci,
w modelu Solowa-Swana. W tym celu postuguje sie liniowym przyblizeniem
wokét rownowagi dtugookresowej. Co wiecej pokazuje, ze charakterystyczny
czas zblizania sie gospodarki do $ciezki zrbwnowazonego wzrostu moze wyno-
si¢ kilkanascie lat. Dlaczego ma sens rozwazanie trajektorii wzrostu, nie bedgce
sciezkami zrownowazonego wzrostu i ocena parametrow modelu w takiej sytua-
cji. Przedstawiona w poprzednim punkcie metoda otrzymania rozwigzan uktadu
réwnan rozniczkowych w postaci rozwiniecia w szereg potegowy moze by¢ wy-
korzystana do empirycznej analizy dynamiki wzrostu poza stanem stacjonarnym.
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Rozwazmy sytuacje ogdélng gdy model teorii wzrostu jest prezentowany przez
z jedno lub wyzej wymiarowy uktad dynamiczny, ktérego prawe strony zawieraja
parametry. W szczegdlnosci moze to to by¢ model Solowa-Swana lub Mankiwa-
Romera-Weila. Gdy model jest dany pod postacig uktadu dynamicznego (1),
mozemy znalez¢ rozwigzania tego ukfadu réwnan, za pomocg powszechnie
znanych metod numerycznych. Rozwigzania te sg iloSciowo i jakosciowo zalez-
ne od parametrow modelu.

Zatozmy, ze mamy teoretyczny opis obserwabli 0, np. dochdd na pracujgcego.
Niech ten opis bedzie zalezny od zmiennych stanu np. kapitat rzeczowy na pra-
cujgcego, ktdére sg opisywane przez uktad dynamiczny. Z kolei te zmienne stanu
sg wyrazone przez szereg potegowy otrzymany metoda przedstawiong w po-
przednim punkcie. Wtedy zmiana wartosci parametréw modelu powoduje zmia-
ne rozwigzania uktadu dynamicznego i w konsekwencji zmiane wartosci teore-
tyczne obserwabli 0.

Niech O,ps; 0znacza i-ty pomiar wielkosci O z btedem pomiaru p;, a Oeor;
oznacza teoretyczng wartoS¢ wielkosci O odpowiadajgcg pomiarowi Ogps;. Za-
t6zmy dodatkowo, ze statystyka obserwabli O jest dana przez rozktad y?. Wtedy

- 0 -0 2
E i bs,i
X2 ( teorlp' 0 Sl) ) (31)
i

i=1
gdzie N to liczba pomiaréw. Wartosé funkcji wiarygodnosci jest wtedy dana
przez nastepujgce wyrazenie

L=e X2 (32)

Argumentami funkcji L sg wartosci parametrow, ktére estymujemy. W naszym
przypadku sg to parametry modelu. Wartosci parametréw modelu majg najwiek-
szg wiarygodnos¢ w maksimum funkcji L. Do obliczenia tych wartosci parame-
trow wykorzystujemy metody numeryczne.

Btedy w estymowanych wartosci parametrow przy poziomie ufnosci p% uzy-
skujemy, poprzez znalezienie takich przedziatéw wartosci argumentéw funkc;ji L,
dla ktorych objetos¢ funkcji wiarygodnosci ograniczona tymi przedziatami wynosi
dokfadnie p% catkowitej objetosci funkcji L. W tym przypadku najczesciej uzywa
sie metod Monte Carlo do wyznaczenia tych przedziatéw.

5. WNIOSKI

W pracy rozwazamy modele wzrostu gospodarczego opisane réwnaniem lub
uktadem rownan rézniczkowych z ciggtym czasem. Réwnania te stanowig zto-
zony nieliniowy uktad dynamiczny, dla ktérego nie mozna poda¢ jawnych roz-
wigzan (poza réwnaniem modelu Solowa-Swana).
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Nasze podejscie do problemu jest pragmatyczne i polega na konstrukcji rozwia-
zania w postaci szeregu potegowego, ktdrego wspotczynniki sg okreslone przez
wielkosci kinematyczne ewolucji funkgcji kapitatu rzeczowego lub kapitatu rzeczo-
wego i ludzkiego. Motywacjg dla takiego postawienia problemu jest proba wyjscia
poza $ciezke zréwnowazonego wzrostu. Do tej pory rozwiniecie w szereg Taylora
dokonywano w otoczeniu punktu krytycznego i ograniczano sie do jej czesci linio-
wej przyjmujac, ze taka aproksymacija jest dos¢ wiarygodna (Romer, 2000).

Naszym celem byto dokonanie rozwiniecia w dowolnym punkcie przestrzeni
fazowej, nie tylko wokét Sciezki zrownowazonego wzrostu. PokazaliSmy tez
przedstawiong w pracy metode mozna uogélni¢ na przypadek modelu wzrostu
gospodarczego z dowolng liczbg zasobdw réznych rodzajow kapitatow.

Zastosowanie metody aproksymant Padégo pozwala na uzyskanie lepszej
zbieznosci szeregu potegowego. Szeregi po tej aproksymacji dobrze odtwarzajg
trajektorie modelu.

Prawe strony ukfadu dynamicznego zawierajg parametry modelu. Wartosci tych
parametréw sg estymowane na $ciezce zrownowazonego wzrostu, tj. w stanie
stacjonarnym uktadu, co odpowiada zerowaniu sie prawych stron uktadu. Alterna-
tywnym podejSciem jest przedstawiona w pracy metoda, pozwalajgca na dyna-
miczng estymacje tych parametrow dla uktadu, ktéry nie znajduje sie w stanie
diugookresowej rownowagi. Majgc obserwable np. dochdd na pracujgcego oraz
zmienne stanu wyrazone w postaci rozwiniecia w szereg potegowy, wartosci pa-
rametrow mogg by¢ estymowane metodg najwiekszej wiarygodnosci.
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DODATEK

Ponizej zostaty pokazane obliczenia dla modelu Solowa-Swana i modelu
Mankiwa-Romera-Weila z wykorzystaniem programu do obliczen symbolicznych
Mathematica. Przedstawione sg rozwigzania w postaci szeregéw potegowych
i aproksymant Padégo.

A.1. MODEL SOLOWA-SWANA

Rozwazmy model Solowa-Swana. Na poczatku zaktadamy wartosci parame-
trow tego modelu

a=1/3;
o =0.2;
6 = 0.05;

Definiujemy nastepnie uktad dynamiczny
k'[t_] = ok[t]* — 6k]t];

Liczymy g kolejnych pochodnych funkcji k(t)
g =11;
ktable = Table[D[k'[t],{¢t,i}],{i, 0,9 — 1}];
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Definiujemy At
At[t_] =t — t0;
Ustalamy warunek poczgtkowy

t0 = 0;
k[t0] = 1;

Definiujemy funkcje H(t), q(t), j(t), s(t) i L(t)

H[t.] = iktable[[u];

N0)
qlt_1= W;(t)zktable[[z]];
jlel = Wktable[w]];
s[t_] = Wktable[[ll]];
-] = mktable[[S]];

Wprowadzamy definicje rozwinigcia funkcji k(t) dla pierwszych 5 wyrazéw
i tworzymy wykres tego rozwiniecia i dla poréwnania definiujemy funkcje k(t)
w postaci analitycznej i rysujemy jej wykres (zob. rysunek 2)

k2[t_] = 1 + H[tO]At[t] + %q[tO]H[tO]ZAt[t]Z + %j[tO]H[t0]3At[t]3
+ %s[tO]H [to]*At[t]* + Flo I[t0]H[t0]>At[¢]5;

z) 1/(1-a) .

k3[t_] = ((k[to]l—a _ %) e_(l_a)& N : ,

k[t_] = k3[t];

kkl = Plot[{k3 [t], k2[t]}, {t, 0,30}, AxesLabel — {"t”,"k(t)"}, AxesStyle
- Directive[16]]

Liczymy czas charakterystyczny, dla ktorego réznica pomiedzy wartosciami
aproksymaciji k(t) i funkcji k(t) jest rzedu 5% i liczymy wartosé funkcji k(t) dla
tego czasu
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. k3[¢] —k2[t]
r = FindRoot —en 0.05,{t, 1}|[[1,2]]
k3[r]
15.4803
3.28386

Rysujemy dodatkowo wykresy dla funkcji H(t), q(t), j(t), s(t) i I(t) (zob. ry-
sunek 1)

Plot[H|[t], {t, 0,30}, AxesOrigin — {0,0}, AxesLabel — {"t”,”"H(t)"},
AxesStyle —» Directive[16]]

Plot[q[t], {t, 0,30}, AxesOrigin — {0,0}, AxesLabel — {"t”,”q(t)"},
AxesStyle —» Directive[16]]

Plot[j[t], {t, 0,30}, AxesOrigin — {0,0}, AxesLabel — {"t”,"j(t)"},
AxesStyle —» Directive[16]]

Plot[s[t], {t, 0,30}, AxesOrigin — {0,0}, AxesLabel - {"t”,”s(t)"},
AxesStyle —» Directive[16]]

Plot[l[t], {t, 0,30}, AxesOrigin — {0,0}, AxesLabel — {"t”,”1(t)"},
AxesStyle —» Directive[16]]

Sprawdzamy jakiego rzedu sg réznice pomiedzy funkcjg k(t), a rozwinieciem
funkgiji k(t), ktora jest urywana kolejnona 1, 2, 3,4 i 5 wyraziedlat =5
k2[t_] = 1 + H[t0]At[t];
k3[5] — k2[5]
bs | ————
k3[5]

k2[t_] = 1 + H[tO]At[t] + %q[tO]H[tO]ZAt[t]Z;

3151 = k2[5]
S[ K3[5] ]

k2[t_] = 1 + H[tO]At[t] + %q[tO]H[tO]zAt[t]Z + %j[tO]H[tO]3At[t]3;

b k3[5] — k2[5]
S[ K3[5] ]

k2[t_] = 1 + H[tO]At[¢] + %q[tO]H[tO]ZAt[t]Z + %j[tO]H[t0]3At[t]3 +

+ %s[tO]H [t0]*At[t]%;
k3[5] — k2 [5]]

Abs[ K3[5]
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k2[t_] = 1 + H[tO]At[¢] + %q[tO]H[tO]ZAt[t]Z + %j[tO]H[t0]3At[t]3 +

+ % s[tO]H[t0]*At[t]* + L I[t0]H[t0]>At[¢]5;

120
K3[5] — k2[5]
S[ K3[5] ]

0.00857183
0.00913224
0.0021787
0.000536339
0.000160179

Definiujemy aproksymanty Padégo B,,,

Clear[a, b]
n=2;
m=2;
Sumlali]t*,{i,0,n}]
1 + Sum([bli]t4, {i,1,m}]’

Plt_] =

Liczymy kolejne pochodne z aproksymant Padégo i definiujemy tablice para-
metrow
Ptable = Table[D[P][t], {t, i}],{i,0,n + m}];
ParameterTable = Flatten[{Table[a[i], {i, 0, n}], Table[b[i], {i, 1, m}]}];

Przyréwnujemy warunek poczatkowy i kolejne pochodne aproksymant
Padégo z warunkiem poczatkowym i kolejnymi pochodnymi funkcji k(t) tworzac
uktad rownan i rozwigzujemy go.

Clear[a, b]

t = t0;

parameters = Solve[Flatten[{Ptable[[1]] == k[t0],

Table[Ptable[[i]] == ktable[[i - 1]], {i,2,n + m + 1}]}], ParameterTable];
Clear[t]

parameters2 = ParameterTable/. parameters[[l]];

For[i =1,i <m,i+ +,

b[i] = parameters2 [[l +n+ 1]]];

Wypisujemy posta¢ aproksymant Padégo z wyliczonymi parametrami i rysu-
jemy wykres, dla poréwnania rysujemy tez funkcje k(t) z jej postaci numerycz-
nej (zob. rysunek 3)
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P[t]

Plot[{k3][t], P[t]}, {t, 0,100},

AxesOrigin — {0,0}, AxesLabel — {"t”, "k(t)"}, AxesStyle — Directive[16]]
1.40.202891¢ + 0.00980773t>

1+ 0.0528912t + 0.000624055¢2

Liczymy czas charakterystyczny, dla ktérego réznica pomiedzy wartosciami
aproksymaciji k(t) i funkcji k(t) jest rzedu 5% i liczymy warto$¢ funkcji k(t) dla
tego czasu

. P[] —k3[t]
r = FindRoot T[t] == 0.05,{¢t, 1} [[1,2]]k3[r]
40.4349
5.77967

Znajdujemy aproksymacije funkcji k(t) za pomocg metody iteracyjnej. Jest usta-
lany pierwszy warunek poczgtkowy
t0 = 0;
k[t0] = 1;

Ustalamy diugo$¢ przedziatu At
step = 5;

Wyrazy z rozwiniecia w szereg funkcji k(t) sa brane do drugiego wyrazu
wigcznie.

function = Table[0, {i, 1,40}];
For[i = 1,i <40,i+ +,

H[t_] = ﬁktable[[l]];
1
q [t_] W ktable[[Z]];

k2[t_] = k[t0] + k[tO]H[tO]At[t] + %k[tO]q[tO]H [t0]%At[t]?;
function[[i]] = k2[t];
fig[i] = Plot[function[[i]], {t, step = i — step, step * i}];

Wartos$¢ aproksymaciji funkciji k(t) na kohcu danego przedziatu jest jednocze-
$nie warunkiem poczatkowym aproksymaciji funkcji k(t) w nastepnym przedziale.
t0 = step * i;
k[t0] = k2[t0];

Rysujemy wykres aproksymacji funkciji k(t) (zob. rysunek 4)
figl = Table[fig[i], {i, 1,40}];
Show([fig1, PlotRange — {{0,200}, {0,8}}, AxesOrigin — {0,0}.
AxesLabel - {"t”,”k(t)"}, AxesStyle — Directive[16]]
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A.2. Model Mankiwa-Romera-Weila

Rozwazmy teraz model Mankiwa-Romera-Weila. Na poczatku zaktadamy
wartosci parametrow modelu Mankiwa-Romera-Weila

a=1/3;
B = 0.25;
sk =0.2;
sh = 0.1;
6k = 0.05;
6h = 0.05;

Definiujemy nastepnie uktad dynamiczny

k'[t_] = skk[t]*h[t]? — 8kk][t];
h'[t_] = shk[t]%h[t]? — Shh[t];

Liczymy g kolejnych pochodnych funkcji k(t) i h(t)

g =6

ktable = Table[D[k'[t],{¢t,i}],{i, 0,9 — 1}];

htable = Table[D[h'[t], {t,i}],{i,0,g — 1}];
Definiujemy At

At[t_] =t —t0;
Ustalamy warunki poczatkowe

t0 = 0;
k[t0] = 10;
h[t0] = 1;

Definiujemy funkcje H(t), q(t), j(t), s(t) i I(t) dla funkcji k(t) i h(t)

HK[t_] = ﬁktable[[l]];

gK[t_] = Wll([t]zktable[[z]] ;
jK[t_] = mktable[[ﬂ];
sK[t_] = Wktable[m]];
IK[t_] = ;ktable[[S]] ;

" k[t]HK[t]®
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HH[t_] = ﬁhtable[[l]];
1
qH[t_] = Whtable[[Z]],
. 1
]H[t_] = Whtable[[ﬂ],
1
SH[t_] = Whtable[[‘l-]],
lH[t_] = Whtable[[S]],

Rozwigzujemy uktad dynamiczny i znajdujemy numeryczng posta¢ funkciji
k(t)ih(t)

k3 = NDSolve[{k1'[t] == skk1[t]*h1[t]? — 8kk[t], h1'[] =
= shk1[t]*h1[t]f — 8hlk1[t0] == 1,h1[t0] =
= 1}, {k1[t], h1[¢]}, {t, 0,100}];

k[t_] =k3[[1,1,2]];

h[t_] =k3[[1,2,2]];

Wprowadzamy definicje rozwiniecia funkcji k(t) i h(t) dla pierwszych 5 wyra-
zbéw i tworzymy wykresy tego rozwiniecia i dla poréwnania rysujemy tez funkcje
k(t) i h(t) z jej postaci numerycznej (patrz rysunek 5)

k2[t_] = k[t0] + k[tO]HK[t0]At[¢t] + @qK[tO]HK[tO]Z At[t]?
+ T jopmkeof aue? + 20 skeolkfrofaie)
+ % IK[tO]HK[t0]At[t]*;

h2[t_] = h[t0] + h[tO]HH[t0]At[t] + @qH[tO]HH[w]z At[t]?
+ "B pcopmmicoracter® + o st lHHRO ]
+ %IH[tO]HH[tO]SAt[tF;

Plot[{kl [t]/.k3,Kk2[t]}, {t, 0,30}, AxesOrigin — {0,0}, AxesLabel
- {"t","k(t)"}, AxesStyle — Directive[16]]

Plot[{hl[t]/. k3, k2[t]},{t, 0,30}, AxesOrigin — {0,0}, AxesLabel
- {"t","h(1)"}, AxesStyle — Directive[16]]

Liczymy czas charakterystyczny, dla ktérego réznica pomiedzy wartosciami
aproksymaciji k(t) i funkcji k(t) jest rzedu 5% i liczymy warto$¢ funkcji k(t) dla
tego czasu i analogicznie robimy dla funkcji h(t)
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[(k1[t]/.k3) — k2[t]

rk = FindRoot | KI[]/13 ==0.05, {¢, 15}: [[1,2]]
k4[t_] = k1[¢]/. k3[[1]];
k4[rk]

[(h1[t]/.k3) — h2[t] ]
BGGAS == 0.05,{t, 15}_ [[1,2]]
h4[t_] = h1[¢]/.k3[[1]];

h4[rh]

13.6823

10.2001

12.3478

2.90145

rh = FindRoot

Rysujemy dodatkowo wykresy dla funkcji H(t), q(t), j(t), s(t) i I(t) dla funkcji
k(t) i h(t) (zob. rysunki6i 7).

Plot[HK[t], {t, 0,30}, AxesOrigin — {0,0}, AxesLabel - {"t”, "H(t)"}, AxesStyle
- Directive[16]]
Plot[qK[t],{t, 0,30}, AxesOrigin — {0,0}, AxesLabel — {"t”,"q(t)"}, AxesStyle
- Directive[16]]
Plot[jK[t], {t, 0,30}, AxesOrigin — {0,0}, PlotRange — {—10000, 10000}, AxesLabel
- {"t","j(t)"}, AxesStyle — Directive[16]]
Plot[sK[t],{t, 0,30}, AxesOrigin — {0,0}, PlotRange — {—0.00, 10000}, AxesLabel
- {"t","s(t)"}, AxesStyle — Directive[16]]
Plot[lK[t], {t, 0,30}, AxesOrigin — {0,0}, PlotRange — {—107,107}, AxesLabel
- {"t","1(t)"}, AxesStyle - Directive[16]]
Plot[HH[t], {t, 0,30}, AxesOrigin — {0,0}, AxesLabel — {"t”,”H(t)"}, AxesStyle
- Directive[16]]
Plot[qH[t], {t, 0,30}, AxesOrigin — {0,0}, AxesLabel - {"t”,”q(t)"}, AxesStyle
- Directive[16]]
Plot[jH[t], {t, 0,30}, AxesOrigin — {0,0}, AxesLabel — {"t”,”j(t)"}, AxesStyle
- Directive[16]]
Plot[sH[t], {t, 0,30}, AxesOrigin — {0,0}, AxesLabel - {"t”,”s(t)"}, AxesStyle
- Directive[16]]
Plot[lH[t], {t, 0,30}, AxesOrigin — {0,0}, AxesLabel — {"t”,”1(t)"}, AxesStyle
- Directive[16]]

Sprawdzamy jakiego rzedu sg réznice pomiedzy funkcjg k(t), a rozwinieciem
funkciji k(t), ktéra jest urywana kolejno na 1, 2, 3, 4 i 5 wyrazie dla t = 5 i analo-
gicznie robimy dla funkcji h(t)
k2[t_] = k[t0] + k[tO]HK[tO]At[t];
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k2[5] — ka[5]]
Abs _—k4[5] -
k[t0]
k2[t_] = k[t0] + k[tO]HK[t0]At[¢] + —— qK[tO]HK[t0]2At[t]?;
1, [K2151 = K415]]
ST kBT
K2[t_] = k[t0] + k[O]HKIEO]Ate] + L)

2
+ @jK[tO]HK[tOF; At[t]3;

k2[5] — k4[5]
Abs [—k4[5] ]
k[t0]
k2[t_] = k[t0] + k[tO]HK][tO]At[t] + TqK[tO]HK[tO]ZAt[t]Z
k[t0] k[t0]

gK[tO]HK[t0]?At[t]?

+ e jK[tO]HK[t0]3At[t]® + —1 sK[tO]HK[t0]*At[t]*;

Abs [kZ [5] — k4[5]]

k4[5]
k2[t_] = k[t0] + k[tO]HK[tO]At[t] + @q}([tO]HK[tO]ZAt[t]2

+ @jl{[to]HK[toFAt[t]3 + kgtf]

k[t0]

-_— 5 5.
+ 120 IK[tO]HK[tO]>At[t]>;

o [kZ[S] - k4[5]]

k4[5]
0.0207228
0.00499659
0.00135485
0.000463457
0.000187715

k2[t_] = h[t0] + R[tO]HH[tO]At[t];
Ab [k2[5] — h4[5]]
|7 haps] |
h[t0]
k2[t_] = h[t0] + A[tO]HH[tO]At[t] + TqH[tO]HH[tO]ZAt[t]Z;
A 'h2[5] — h4[5]]
|7 naz] |
h[t0]
h2[t_] = h[t0] + h[tO]HH[tO]At[t] + TqH[tO]HH[tO]ZAt[t]Z

+ @jH[tO]HH[tOP;At[tP;

b h2[5] — h4[5]
o

sK[tO]HK[t0]*At[t]*
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h2[t_] = h[t0] + h[tO]HH[tO]At[t] + @qH[tO]HH[tO]ZAt[t]Z

+ @jH[tO]HH[tOPAt[t]3 + hgf]

A [h2[5] - h4[5]]

sH[tO]HH[t0]*At[t]%;

h4[5]
h2[t_] = h[t0] + h[tO]HH[tO]At[t] + @qH[tO]HH[tO]ZAt[t]Z
+ @ jH[tO]JHH[t0]3At[t]® + hgtf] sH[tO]HH[t0]*At[¢t]*
h[t0]
+ WIH[tO]HH[tO]SAt[t]S;
bs [h2[5] - h4[5]]
h4[5]
0.00719499
0.00817631
0.00333967
0.00124207
0.00050932

Teraz definiujemy aproksymanty Padégo P,,, dla funkcji k(t)

Clear[ak, bk]

n= 2;
m=2;
PK[t_] = Suml[ak([i]t*, {i, On}]

= T Sumbk[i]t", (L m}]’

Liczymy kolejne pochodne z aproksymant Padégo i definiujemy tablice para-
metrow

Pktable = Table[D[PK[t], {t,i}], {i, 0,n + m}];
Parameterktable = Flatten[{Table[ak[i], {i, 0, n}], Table[bK[i], {i, 1, m}]}];

Przyrownujemy warunek poczatkowy i kolejne pochodne aproksymant Padégo
z warunkiem poczatkowym i kolejnymi pochodnymi funkcji k(t) tworzac ukiad
réwnan i rozwigzujemy go

Clear[ak, bk]
t = t0;
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kparameters = Solve [Flatten [{Pktable[[l]] =
= K[t0], Table [Pktable 11 =

= ktable[[i — 1]], {i,2,n+m+ 1}”}] , Parameterktable] ;
Clear(t]
kparameters2 = Parameterktable/. kparameters[[l]] ;
For [i =0,i <n,i+ +,ak[i] = kparametersZ[[i + 1]]];
For [i =0,i <m,i+ +,bKk[i] = kparametersZ[[i +n+ 1]]] ;

Wypisujemy postaci aproksymant Padégo z wyliczonymi parametrami i rysu-
jemy wykres i dla poréwnania rysujemy tez funkcje k(t) z jej postaci numerycz-
nej (patrz rysunek 8).

Pk[t]

Plot[{kl[t]/. k3, Pk[t]}, {t, 0,50}, AxesOrigin — {0,0}, AxesLabel
- {"t","k(t)"}, AxesStyle — Directive[16]]

10.+0.384885¢ + 0.0011487t2

1+ 0.0453998t — 0.0005856t2

Procedure powtarzamy dla funkcji h(t)
Liczymy czas
Clear[ah, bh]

n=2;
m=2;
Pht_] = Suml[ahl[il¢%, {i, 0,n}]

1+ Sum[bh[ilt5 {i, 1, m}]’
Phtable = Table[D[Ph([t], {t, i}],{i,0,n + m}];
Parameterhtable = Flatten[{Table[ah[i], {i, 0, n}], Table[bh[i], {i, [, m}]}];
Clear[ah, bh]
t = t0;
hparameters = Solve[Flatten[{Phtable[[l]] =
= h[t0], Table[Phtable[[i]] =
= htable[[i - 1]],{1', 2,n+m= 1}]}], Parameterhtable];
Clear[t]
hparameters2 = Parameterhtable/. hparameters [[1]];
For [i =0,i <n,i+ +,ah[i] = hparametersZ[[i + 1]]];
For [i =1,i<m,i+ +,bh[i] = hparametersZ[[i +n+ 1]]] ;
Ph(t]
Plot[{hl[t]/. k3, Ph[t]}, {t, 0,150}, AxesOrigin — {0,0}, AxesLabel
- {"t”,"h(t)"}, AxesStyle — Directive[16]]
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1.40.245431¢ + 0.0142804t2
14 0.0799877t + 0.000975796t2

charakterystyczny, dla ktérego réznica pomiedzy wartosciami aproksymac;ji k(t)
i funkcji k(t) jest rzedu 5% i liczymy warto$¢ funkcji k(t) dla tego czasu
i analogicznie robimy dla funkcji h(t)

rk = FindRoot -pk[tl]d[_t]k/l.[lg/ 3 __ 0.05, {¢, 30}] [[1,2]]
k4[t_] = k1[¢]/. k3[[1]];

k4[rk]

rh = FindRoot -ph[t}]ﬂ[_t]h/ll[li]?)/ 3 __ 0.05, {t, 100}] [[1,2]]
h4[t_] = h1[t]/.k3[[1]];

h4[rh]

27.9902

11.3915

64.5924

7.11031

METODA WYZNACZANIA TRAJEKTORII W OTOCZENIU
ROWNOWAGI DLUGOOKRESOWEJ W NEOKLASYCZNYCH MODELACH
EGZOGENICZNEGO WZROSTU GOSPODARCZEGO

Streszczenie

Rozwazamy model wzrostu gospodarczego w postaci autonomicznego ukfadu
dynamicznego. Pokazujemy metode wyznaczania trajektorii w otoczeniu dtugo-
okresowej rownowagi w wybranych neoklasycznych modelach egzogenicznego
wzrostu gospodarczego. W ogdlnoSci ta metoda ma przede wszystkim zastoso-
wanie do modeli, ktére nie posiadajg jawnych rozwigzan. Proponujemy 0géing
metode znajdowania rozwigzan dowolnie wymiarowego uktadu dynamicznego
reprezentujgcego model wzrostu gospodarczego w postaci szeregu potegowego.
W tym celu rozwijamy funkcje stanu w szereg potegowy Taylora w otoczeniu
stanu poczgtkowego. Wspofczynniki tego rozwinigcia reprezentujg parametry
zmiennos$ci wielkoSci stanu uktadu takie jak tempo wzrostu, przy$pieszenie,
zryw, itd. Sg one liczone algebraicznie (Mathematica) z postaci wyj$ciowego
uktadu dynamicznego. W pracy podajemy metode znajdowania rozwigzan dla
uktadoéw jednowymiarowych i dwuwymiarowych. Jako przyktady rozwazamy
modele Solowa-Swana i Mankiwa-Romera-Weila. W pracy stosujemy metode
aproksymant Padégo dla uzyskania lepszej zbieznosci szeregu potegowego.
Dzieki przedstawionej metodzie uzyskano rozwigzania w postaci szeregu dla
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trajektorii w otoczeniu dtugookresowej rownowagi dwoéch modeli egzogeniczne-
go wzrostu gospodarczego. Pokazano, ze uzyskane rozwigzania dobrze aprok-
symujg Sciezki czasowe, po ktorych osiggana jest dtugookresowa rownowaga.
Wskazano réwniez mozliwo$¢ estymacji parametrow modelu wzrostu gospodar-
czeqo, dla ktérego uzyskano rozwigzania w postaci szeregu.

Stowa kluczowe: wzrost gospodarczy, uktady dynamiczne, rozwigzania w po-
staci szeregu czasowegdo, przyblizenie Padégo

METHOD OF DETERMINING TRAJECTORIES IN A NEIGHBOURHOOD
OF LONG-RUN EQUILIBRIUM IN NEOCLASSICAL MODELS
OF EXOGENOUS ECONOMIC GROWTH

Abstract

We consider economic growth models in the form of dynamical systems. We
show a method of determining trajectories in a neighbourhood of a long-run
equilibrium in some neoclassical models of exogenous economic growth. This
method is applied primarily to these models which in general have no analytical
solution. We propose the general method of finding solutions of arbitrarily di-
mensional dynamical system in the form of power series. We expand the state
function in Taylor's series in the neighbourhood of the initial state. The coeffi-
cients of expansion represent the parameters of the variation of the state of the
system and are calculated algebraically in Mathematica. We present the method
of finding solutions for the Solow-Swan model and the Mankiw-Romer-Weil
model. We use also the Padé aproximant method to obtain a better convergence
of the power series. This method allows to obtain a solution in the form of a se-
ries for trajectories in a neighbourhood of a long-run equilibrium in two models of
exogenous economic growth. We show that obtained solutions are a good ap-
proximation of time paths, along which the long-run equilibrium is reached. We
show a possibility of estimation of model parameters for which solutions in the
form of series are known.

Keywords: economic growth, dynamical systems, power series solutions,
Padé approximant
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Wptyw jednostki dyskretyzaciji
na efektywnos¢ modelowania kursu walutowego
w reprezentacji binarnej

1. WPROWADZENIE

Kursy par walutowych wykazujg duzg zmienno$¢ w czasie (kurs zmienia sie
Srednio co kilka sekund), dlatego wartosci kurséw sg tradycyjnie przedstawiane
przez wszystkie platformy brokerskie w formie wykresu swiecowego. Prezenta-
cja kursu w formie swiecowej zalezy od przyjetego przedziatu czasu na podsta-
wie ktdrego jest konstruowana pojedyncza swieca. Tradycyjnie przyjmuje sie, ze
zadana diugo$¢ przedziatu czasowego jest rowna: 1 lub 5 lub 30 minut; 1 lub 4
godzin; 1 lub 7 dni. Takg reprezentacje danych stosuje sie takze przy wyzna-
czaniu wartosci odpowiednich wskaznikéw oraz w wizualnych metodach analizy
technicznej kursu danej pary walutowej (Burgess, 2010; Murphy, 1999; Schlos-
sberg, 2006). Stosowanie prezentacji Swiecowej, w ktorej parametry sSwiecy sg
zalezne od narzuconego interwatu czasowego moze prowadzi¢ do istotnych
trudnosci interpretacyjnych. Reprezentacja Swiecowa powoduje utrate informac;ji
o kolejnosci oraz liczbie zmian ,wewnatrz” $wiecy. Z tego powodu do modelo-
wania kursu (zwtaszcza w kontekscie budowy systemoéw HFT (ang. High Frequ-
ency Trading) zaproponowano reprezentacje binarng (Stasiak, 2017). W takiej
reprezentacji kazdej zmianie kursu, o wartos¢ rowng przyjetej jednostce dyskre-
tyzacji, przypisuje sie odpowiednie wartos¢ binarng w zaleznosci od kierunku
zmiany. Takie podejScie eliminuje z analizy przedziaty braku zmiennosci np.
noce, a jednocze$nie zachowuje kluczowe dla inwestora informacje o kierunku
i poziomie zmian kursu. Doktadnos$¢ oceny rozktadu prawdopodobienstwa nad-
chodzacej zmiany kursu zalezy od przyjetej jednostki dyskretyzacji. Na podsta-
wie reprezentacji binarnej, z wykorzystaniem dedykowanych modeli np. modelu
stanowego reprezentacji binarnej MSRB (Stasiak, 2017) lub modelu stanowego
reprezentacji binarno-czasowej MSRBC (Stasiak, 2018), mozna oszacowac

" Uniwersytet Ekonomiczny w Poznaniu, Wydziat Zarzadzania, Katedra Inwestycji i Nieruchomo-
Sci, al. Niepodlegtosci 10, 61-875 Poznan, Polska, autor prowadzacy korespondencje — e-mail:
krzysztof.piasecki@ue.poznan.pl.

2 Uniwersytet Ekonomiczny w Poznaniu, Wydziat Zarzgdzania, Katedra Inwestycji i Nieruchomo-
Sci, al. Niepodlegtosci 10, 61-875 Poznan, Polska.
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rozktad prawdopodobienstwa nadchodzgcej zmiany kursu walutowego. W arty-
kule przedstawiono badania wptywu wielkosci zastosowanej jednostki dyskrety-
zacji na doktadnos¢ oszacowania tego rozktadu prawdopodobiehstwa. Badania
te przeprowadzono dla modeli opartych na reprezentacji binarnej kursu waluto-
wego AUD/NZD. Ta para walutowa reprezentuje stosunek walut dwoch skorelo-
wanych ze sobg gospodarek Australii i Nowej Zelandii. Dodatkowo panstwa te
lezg w tym samym regionie geograficznym i majg identyczng orientacje politycz-
na. Z tych powodow obie gospodarki beda w podobny sposéb reagowac na
czynniki geopolityczne co minimalizuje wptyw szokowych czynnikéw zewnetrz-
nych na zmiane kursu walutowego.

Artykut sktada sie z pieciu rozdziatéw. W rozdziale drugim oméwiono zatoze-
nia oraz zalety binarnej reprezentacji kursu par walutowych. W rozdziale trze-
cim opisano model MSRB. Rozdziat czwarty jest poswiecony badaniom wptywu
wartosci jednostki dyskretyzacji na dziatanie modelu MSRB w kontek$cie bu-
dowy systeméw HFT. W ostatnim rozdziale oméwiono najwazniejsze rezultaty
badan.

2. REPREZENTACJE BINARNE KURSU

Kursy walutowe charakteryzujg sie bardzo duzg czestotliwoscig zmian. Kurs
zmienia sie $rednio co kilka sekund. Przy takiej zmiennosci analiza wykresu
tikowego (w ktérym rejestrowane sg wszystkie zmiany) jest praktycznie niewy-
konalna. Takze zastosowanie danych tikowych do analiz statystycznych jest
nieefektywne ze wzgledu na ilos¢ danych i ich zaszumienie (wiele matych
zmian o losowym charakterze i zasiegu kilku pipséw, patrz Lo i inni, 2000;
Logue, Sweeney, 1977; Neely, Weller, 2012). Z tych powodow kurs walutowy
tradycyjnie jest przedstawiany w formie wykresu swiecowego. Kazda swieca
jest opisana przez cztery parametry: kurs otwarcia, kurs zamknigcia oraz mak-
symalny i minimalny kurs zarejestrowany w trakcie trwania swiecy. Wykres
Swiecowy zalezy przedziatu czasu, ktéry reprezentuje pojedyncza Swieca.
Tradycyjnie wartos¢ ta waha sie pomiedzy jedng minutg a jednym dniem. Re-
prezentacja $wiecowa jest standardowo implementowana we wszystkich plat-
formach brokerskich (np. MetaTrader lub JForex). Wiekszos¢ wizualnych me-
tod analizy technicznej wykorzystuje reprezentacje swiecowg (np. analiza fal,
formaciji itd.). Parametry wskaznikéw np. RSI (ang. Relative Strength Index),
MACD (ang. Moving Average Convergence/Divergence) sg rowniez
wyznaczane na podstawie jednego lub kombinacji kilku parametréw swiecy
(Murphy, 1999; Neely, Weller, 2012; Schlossberg, 2006; Valcu, 2004; Yazdi,
Lashkari, 2013). W przypadku prac dotyczacych zastosowania sieci neurono-
wych do predykcji kursu, wykorzystuje sie takze reprezentacje swiecowg (Ja-
semi, 2011).
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W celu wyeliminowania strat istotnych informacji o kursie reprezentowanym
swiecowo, w Stasiak (2017) zaproponowano reprezentacje binarng kursu walu-
towego. Podejscie zakiadajgce binaryzacje kursu byto wykorzystywane juz
w latach trzydziestych XX wieku do budowy i analizy wykreséw w tzw. metodzie
punktowo-symbolicznej (De Villiers, 1933). Niestety ten sposob reprezentaciji
kursu zostat wyparty przez reprezentacje swiecowg. Podstawg reprezentacii
binarnej jest dyskretyzacja kursu walutowego wzgledem zadanej jednostki dys-
kretyzacji. Na rysunku 2 przedstawiono przyktad dziatania algorytmu binaryzaciji
kursu. Algorytm ten przypisuje konstruowanemu ciggowi binarnemu wartosc¢ ,0”
gdy kurs spada o jednostke dyskretyzacji, lub warto$¢ ,1” w przypadku wzrostu
kursu o jednostke dyskretyzacji. W przypadku wystgpienia luk cenowych algo-
rytm sprawdza jaka wartos¢ zostataby osiggnieta, oraz dalej analizuje kurs
wzgledem pierwszej ceny po luce cenowej. W efekcie dziatania algorytmu kurs
walutowy mozna przedstawi¢ w postaci ciggu binarnego. Zastosowanie repre-
zentacji binarnej eliminuje przedziaty braku zmiennosci kursu (np. noce), a reje-
struje wszystkie zmiany o okreslonym zakresie w przedziatach zmozonej aktyw-
nosci inwestoréw.

Rysunek 1. Reprezentacja binarna kursu walutowego

>

3

Lo

=

©

H

e

S

X /

Czas
Repr.ezentacja 1 0 0 1
binarna

Zrédio: opracowanie wiasne.

Kurs walutowy charakteryzuje sie r6zng zmiennoscig w czasie. Przyktadowo,
w trakcie godziny nocnej kurs moze zmieni¢ sie o kilkanascie pipséw, natomiast
w momencie publikacji waznych dla danej gospodarki danych makroekono-
micznych kurs moze w przeciggu kilkunastu sekund zmienia¢ sie o paredziesiat
pipsow. Taki charakter zmian powoduje utrate wielu cennych informacji o licz-
bie i kierunku mniejszych zmian, zwtaszcza w trakcie trwania wysokich $wiec.
Fakt ten ma istotne znaczenie w kontekscie systeméw HFT. Nawet zastosowa-
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nie $wiec minutowych (najdoktadniejszej z oferowanych przez platformy bro-
kerskie reprezentacji Swiecowej) prowadzi do utraty wielu informacji o poszcze-
gllnych zmianach trwajgcych w okresach wzmozonej aktywnosci inwestoréw
ponizej minuty. Strata tych informacji prowadzi do pogorszenia jakosci modelo-
wania, a w konsekwencji do niewiarygodnych wynikéw analizy danych histo-
rycznych.

Rozwazmy system HFT zawierajacy transakcje w ktorych parametry TP (ang.
Take Profit) i SL (ang. Stop Loss) sg oddalone od ceny otwarcia o 15 pipséw.
Stosujgc reprezentacje swiecowa, w wielu przypadkach na podstawie danych
swiecowych nie mozna stwierdzi¢ czy pojedyncza transakcja zakonczyta sie
zyskiem czy stratg (ktéry z parametrow SL czy TP zostat pierwszy osiggniety).
Na rysunku 1 przedstawiono dwa mozliwe przebiegi zmian kursu reprezento-
wane przez tg samg Swiece. W pierwszym przypadku inwestor osiggnie zysk,
a w drugim strate.

Rysunek 2. Rézne przebiegi kursu reprezentowane przez identyczng swiece

a) b)
Kurs Kurs
walutowy walutowy
TP- TP
Sk SL-

Reprezentacja 0 1 0 1 1 00 1 1

binarna:

Zrédto: opracowanie wiasne.

Reprezentacja binarna moze by¢ wykorzystana do budowy systeméw HFT
(a konkretnie jego odmiany dedykowanej reprezentacji binarnej (Piasecki, Sta-
siak, 2018). W systemach HFT zawierane sg setki (a nawet tysigce) transakcji
o matym module stopy zwrotu trwajgcych minuty lub nawet sekundy. Zysk inwe-
stora powstaje w wyniku statystycznej przewagi transakcji zyskownych nad liczbg
transakgji stratnych. Rozwazmy pewng reprezentacje binarng. Zatézmy, ze za-
wierane sg transakcje kupna w ktorych parametr TP jest rowny aktualnej cenie
powiekszonej o jednostke dyskretyzacji, natomiast parametr SL jest rowny aktu-
alnej cenie pomniejszonej o jednostke dyskretyzacji. Prawdopodobienstwo osig-
gniecia zysku jest zatem réwne prawdopodobienstwu wystgpienia ,1” w repre-
zentacji binarnej. Analogicznie w przypadku transakcji sprzedazy, prawdopodo-
bienstwo osiggniecia zysku jest réwne prawdopodobienstwu wystagpienia ,0”. Na
podstawie modeli pozwalajgcych na aproksymacje rozktadu prawdopodobieh-
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stwa nadchodzgcej zmiany kursu mozliwa jest konstrukcja systemoéw HFT cha-
rakteryzujgcych sie dodatnig stopg zwrotu.

Stosunkowo niedawno dostep do rynku walutowego byt ograniczony do profe-
sjonalnych inwestoréw. Na skutek rozwoju telekomunikacji i informatyki w ostat-
nich latach gwattownie wzrosta liczba uczestnikdw rynku (rozwdj platform broker-
skich, zmniejszenie wymaganych depozytéw). Zmiany technologiczne umozliwity
takze o wiele szybsze zawieranie transakcji. Wprowadzone platformy brokerskie,
takie jak MetaTrader 4 czy JForex, pozwalajg na sktadanie i realizacje zlecen
praktycznie w czasie rzeczywistym (czas liczony w milisekundach). Wsparcie in-
formatyczne (dedykowane jezyki programowania jak np. MQL4) oraz mozliwos¢
zawierania setek transakcji o matym module stopy zwrotu spopularyzowaty sys-
temy HFT, w ktérych algorytmy opracowane na podstawie analizy heurystycznej
danych historycznych — podejmujg decyzje inwestycyjne.

Opisane zmiany majg wptyw na charakter notowan i dlatego szukanie kore-
lacji pomiedzy wzorcami zachowan inwestoréw sprzed 15 lat a zachowaniami
dzisiejszymi jest bezzasadne. Z tego powodu w artykule postuzono sie piecio-
letnimi danymi tikowymi z okresu 2012-2017 od brokera Ducascopy. Kon-
struowane ciagi binarne z tego okresu zawierajg, w zaleznosci od wyboru jed-
nostki dyskretyzacji, od kilku do kilkunastu tysiecy wartosci binarnych — taka
liczba pozwala na wiarygodng analize statystyczng aktualnego przebiegu ryn-
ku walutowego.

3. MODELOWANIE STANOWE KURSU WALUTOWEGO
W REPREZENTACJACH BINARNYCH

Modelem pozwalajgcym na aproksymacje prawdopodobienstwa kierunku przy-
sztej zmiany w reprezentacji binarnej jest Model Stanowy Reprezentacji Binarnej
(MSRB) (Stasiak, 2017). Koncepcja modelu polega na zdefiniowaniu takich sta-
néw rynku, ktére odpowiadajg okreslonym wzorcom spadkéw/wzrostow o zadanej
kolejnosci. Model MSRB opisany jest jednym parametrem m zdefiniowanym jako
liczba analizowanych zmian historycznych. Przestrzeh stanédw modelu moze byc¢
zatem okres$lona na podstawie wzoru:

p=2m 1)

Rozwazmy model MSRB (m = 2). W takim modelu mozna zdefiniowa¢ naste-
pujgce stany: (00), (01), (10), (11). Stan (01) oznacza, ze kurs spadt w trakcie
przedostatniej zmiany o jednostke dyskretyzacji i nastepnie wzrost o jednostke
dyskretyzacji w trakcie ostatniej zmiany. Na podstawie zdefiniowanych stanéw
mozna okresli¢ diagram procesu zmian kursu, ktéry obrazuje wszystkie mozliwe
przejscia pomiedzy stanami. Rysunek 3 przedstawia diagram stanéw rozpatry-
wanego modelu MSRB (m = 2). Rozwazmy dziatanie badanego modelu. Zat6z-
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my, ze zmiennosc¢ kurs walutowy w reprezentacji binarnej wynosi ...101011, czyli
ostatnia i przedostatnia zmiana to wzrost kursu o jednostke dyskretyzacji i w kon-
sekwencji znajduje sie w stanie (11). Nastepnie nastepuje spadek kursu o jed-
nostke dyskretyzacji, czyli algorytm binaryzacji rejestruje ,0” (kurs w zapisie bi-
narnym wynosi teraz ...010110). Zatem dwie ostatnie zmiany to wzrost oraz spa-
dek, co oznacza, ze model przechodzi ze stanu (11) do stanu (10).

Rysunek 3. Diagram stanéw modelu MSRB (m = 2)

P(00,01)

P(01,11)

P(11,10) P(11,11)

Zrédto: opracowanie wiasne.

Najwazniejszymi parametrami charakteryzujacymi model stanowy dla zadanej
pary walutowej sg odpowiednie wartosci prawdopodobienstw przejs¢ P (stan |,
stan II) pomiedzy stanami. Warto$ci tych prawdopodobienstw sg jednoczesnie
prawdopodobienstwami dalszego kierunku zmian kursu wzgledem danego stanu.
Poniewaz rozkfad notowan kuru walutowego jest nieznany, to prawdopodobien-
stwa te sg wyznaczane empirycznie na podstawie analizy statystycznej danych
historycznych rozwazanej pary walutowej. Jak potwierdzity rezultaty badan w pra-
cy Stasiak (2017), model ten charakteryzuje sie duzg doktadnosciag (tam tez znaj-
duje sie jego wyczerpujacy opis).

4. WYBOR OPTYMALNEJ JEDNOSTKI DYSKRETYZACJI

Odpowiedni wybér jednostki dyskretyzacji ma wptyw na rezultaty modelowa-
nia kursu walutowego zapisanego w reprezentacji binarnej. Zatem, w celu wyko-
rzystania modelu MSRB do predykcji kursu (budowy systemu HFT), wybrana
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wartos¢ jednostki dyskretyzacji powinna uwzgledni¢ takie parametry, jak: warto-
sci otrzymanych prawdopodobienstw przejs¢, dokladnos¢é szacowania tych
prawdopodobienstw w czasie, liczby wystgpien standéw oraz pewne parametréw
oferowanych przez brokera, np. wartos¢ spreadu.

Podstawg modelowania predykcyjnego jest przyjecie hipotezy o istnieniu
wplywu poprzedzajgcych zmian kursu walutowego na rozktad prawdopodobien-
stwa nadchodzgcej zmiany kursu od kierunku przysztej zmiany kursu a zmiana-
mi poprzedzajgcymi. W celu weryfikacji hipotezy o istnieniu wyzej wskazanych
zaleznosci postuzono sie czterema testami statystycznymi stosowanymi m. in.
do testowania generatoréw liczb pseudolosowych (Stasiak, 2017). W badaniach
wykorzystano nastepujgce testy: test czestotliwosci test pokerowy, test serii oraz
test dtugich serii w bloku (Chung, 2012; Godbole, Papastavridis 1994; Menezes
i inni, 1996; Rukhin i inni, 2010). W tabeli 1 przedstawiono wyniki testowania
statystycznego dla wybranych jednostek dyskretyzacji (w zestawieniu nie za-
mieszczono rezultatu testu pokerowego gdyz p_value jest wyznaczany dla kaz-
dego wzorca (jesli dla jakiegokolwiek wzorca wynik wskazuje brak przypadko-
wosci test zwraca wynik negatywny).

Tabela 1. WARTOSCI p_VALUE DLA TESTOWANIA REPREZENTACJI BINARNEJ
W ZALEZNOSCI OD ZASTOSOWANEJ JEDNOSTKI DYSKRETYZACJI

JD Test czestotliwosci Test serii Test d*E%iz serii w Test pokerowy
10 e 0,31 0,00 0,00 NIELOSOWY
15 e 0,26 0,00 0,00 NIELOSOWY
20 e 0,26 0,00 0,00 NIELOSOWY
25 e 0,26 0,00 0,00 NIELOSOWY
30 (s 0,23 0,00 0,00 NIELOSOWY
35 0,18 0,00 0,02 NIELOSOWY

Zrédto: opracowanie wiasne.

W przypadku wszystkich wybranych jednostek dyskretyzacji otrzymano
analogiczne rezultaty. Pierwszy test potwierdzit losowy charakter zmian —
rezultat ten oznacza podobng liczbe spadkéw i wzrostéw w notowaniach kur-
su. Natomiast pozostate trzy testy wskazujg na istnienie odpowiednich zalez-
nosci, tzn. czestsze wystepowanie pewnych sekwencji oraz serii o danych
dtugosciach. W badaniach zatozono 0,05 poziom istotnosci. Otrzymane rezul-
taty uzasadniajg wykorzystanie reprezentacji binarnej do modelowania kursu
walutowego.

Rozwazmy zalezno$¢ pomiedzy przyjeta jednostkg dyskretyzaciji, a prawdo-
podobienstwem kierunku przysztych zmian w modelu MSRB (m = 2). W tabeli 2
przedstawiono wartosci prawdopodobienstwa wzrostu dla wszystkich stanéw
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w rozpatrywanym modelu. Analizujgc rezultaty mozna zauwazy¢ ze wraz ze
wzrostem wartosci jednostki dyskretyzacji malejg mozliwosci predykcyjne mo-
delu.

Tabela 2. PRAWDOPODOBIENSTWOQO WZROSTU PO WYSTAPIENIU STANOW
W MODELU MSRB (M = 2) W ZALEZNOSCI OD JEDNOSTKI DYSKRETYZACJI

Prawd. wzrostu po wystgpieniu stanu

JD Stan 00 Stan 01 Stan 10 Stan 11
10,00 oo 0,58 0,40 0,62 0,41
15,00 ..o, 0,57 0,41 0,58 0,42
20,00 ..o, 0,54 0,41 0,57 0,44
25,00 ..o 0,53 0,44 0,55 0,46
30,00 ...ccoovviieeeene 0,53 0,45 0,53 0,47
35,00 ..o, 0,52 0,46 0,52 0,48

Zrédto: opracowanie wiasne.

Rozpatrujgc zaleznos¢ pomiedzy wybrang wartoscig jednostki dyskretyzacji
i wartoscig prawdopodobienstwa przysztego kierunku zmian kursu nalezy row-
niez uwzglednic¢ liczbe zarejestrowanych wystgpieh odpowiednich stanéw. Licz-
ba ta ma wptyw zaréwno na doktadnos¢ szacunku (im wieksza liczba badanych
zmian, tym bardziej wiarygodny wynik), jak i na mozliwos¢ praktycznego wyko-
rzystania modelu MSRB do budowy systemoéw HFT — wieksza liczba transakc;ji
generuje wiekszy zysk. W tabeli 3 przedstawiono liczbe wystgpieh poszczegdl-
nych stanéw w modelu MSRB w badanym okresie.

Tabela 3. LICZBA WYSTAPIEN STANOW MODELU MSRB (M = 2)
W ZALEZNOSCI OD JEDNOSTKI DYSKRETYZACJI

Liczba wystgpien

JD Stan 00 Stan 01 Stan 10 Stan 11
10 e 9291 14197 14197 9026
15 e, 3976 5406 5406 3784
20 e 2234 2790 2790 2088
25 e 1380 1634 1634 1265
30 e, 1016 1161 1162 901
35 s 738 789 790 650

Zrédio: opracowanie wiasne.

Na podstawie badan przedstawionych na rysunku 5 i 6 mozna sformutowaé
nastepujgcy wniosek: wraz z spadkiem wartosci jednostki dyskretyzacji zwiek-
sza sie wartos¢ prawdopodobienstwa kierunku przysztej zmiany oraz wzrasta
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liczba zarejestrowanych stanéw. Zatem, na podstawie przeprowadzonych badan
uzasadniony wydawatby sie wybdr 10 pipsowej jednostki dyskretyzacji. Jednak
jakosé oraz prawdopodobienstwo bankructwa systemu HFT zalezg nie tylko od
wartosci szacunku prawdopodobienstwa kierunku przysziej zmiany, ale przede
wszystkim od doktadnosci tego szacunku w czasie.

Wiele technik analizy technicznej, np. opartych na analizie $rednich, charakte-
ryzuje sie wysokim poziomem oceny prawdopodobienstwa zmian kursu w prze-
dziatach silnych trendéw, natomiast w przedziatach konsolidacji kursu poziom
prawdopodobienstwa kierunku przysztych zmian gwattownie spada, co przekia-
da sie na szereg stratnych transakcji, i w konsekwencji na wysokg wartosé pa-
rametru maksymalnej straty kapitatu MD (ang. Max Drawdown) (Aldridge, 2009).
Parametr ten definiuje najwiekszy zarejestrowany spadek salda inwestora
i moze byé zapisany wzorem:

max max
MD(T) = ¢ (0,1) {s € (0,0)X() — X(t)}’

)
gdzie X(t) jest wartoscig salda konta inwestora w chwili ¢, natomiast T okresla
czas dziatania systemu HFT. Rozwazmy dwa rézne algorytmy generujgce
sygnaty transakcyjne o parametrach TP i SL réwno oddalonych od ceny otwar-
cia 0 20 pipséw. Zaktadamy, ze spread ma warto$¢ 2 pipséw. Oba algorytmy
charakteryzujg sie 64% prawdopodobienstwem kierunku przysziej zmiany
(w prezentowanym przyktadzie zaréwno algorytm 1 jak i 2 wygenerowat 64 sy-
gnaly zakonczone zyskiem i 36 sygnatéw zakonczonych stratg). Na rysunku 4
przedstawiono wahania salda inwestora dla dwoch réznych algorytmow inwe-
stowania.

W obu przypadkach poczgtkowe saldo inwestora wynosi 450%, co oznacza, ze
po pewnym czasie obserwacji (po 100 transakcjach) saldo zwiekszyto sie prawie
dwukrotnie (do ponad 800%). Zauwazmy jednak, ze po 43 transakcjach saldo in-
westora inwestujgcego 400$ na podstawie algorytmu 1 zostatoby wyzerowane,
a inwestor stracitby swoj kapitat. W przypadku zastosowania algorytmu 2, inwestor
po 100 transakcjach prawie podwoit swdj kapitat.

W celu oceny doktadnosci szacunku prawdopodobienstw kierunku przysztych
zmian w czasie przeprowadzono analize przedziatu ufnosci dla otrzymanych, na
podstawie modelu MSRB (m = 2), wartosci $rednich prawdopodobienstw przejscé.
Dla kazdej jednostki dyskretyzaciji liczbe zarejestrowanych stanéw podzielono na
10 réwnych serii. llos¢ serii stanowi tutaj kompromis pomiedzy zaktadang iloscig
powtdérzen oszacowania prawdopodobienstwa a dlugoscig pojedynczej serii
stanowigcej podstawe dla kolejnego oszacowania prawdopodobienstwa. Stosujgc
test chi-kwadrat, w kazdej serii dla kazdego stanu stwierdzono brak podstaw do
odrzucenia hipotezy o niezaleznosci obserwacji zmian kursu walutowego po
osiggnieciu tego stanu.
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Rysunek 4. Przyktadowe wahania salda dla réznych algorytméw generacji sygnatow
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Zrédto: opracowanie wiasne.

Pozwolito to przyjaé zatozenie gloszace, ze dla kazdego stanu wyniki obser-
wacji zmian kursu osigganych po osiggnieciu tego stanu sg niezalezne. Nastep-
nie, w kazdej serii dla kazdego stanu wyznaczono wartos¢ prawdopodobienstwo
wzrostu notowan kursu walutowego po osiggnieciu tego stanu. Wobec niezalez-
nosci poszczegolnych obserwacji w serii, zgodnie z twierdzeniem lokalnym
Moivre’a Laplace’a estymator ten ma rozktad asymptotycznie normalny. Dzieki
temu, stosujgc rozktad t-Studenta okreslono 95% przedziat ufnosci. W tabeli 4
przedstawiono rezultaty badan dla stanu (01), analogiczne rezultaty otrzymano
rowniez dla pozostatych stanéw modelu. Wyniki pokazujg, ze najdokfadniejszy
szacunek prawdopodobienstwa kierunku przysziej zmiany otrzymano dla jed-
nostki dyskretyzacji rownej 20 pipséw. Dla 10 pipsowej jednostki dyskretyzaciji,
mimo najwigkszej liczby zarejestrowanych stanéw, diugo$é przedziatu ufnosci
jest ponad dwa razy wieksza. Taki wynik oznacza, ze pomimo wyzszej wartosci
oceny prawdopodobienstwa kierunku przysztych zmian, potencjalny system HFT
budowany w oparciu o 10 pipsowg jednostke dyskretyzacji bedzie cechowat sie
wiekszymi wahaniami salda i w konsekwencji wiekszym ryzykiem podjetym przez
inwestora.
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Tabela 4. WPLYW JEDNOSTKI DYSKRETYZACJI NA DLUGOSC PRZEDZIALU
UFNOSCI DLA STANU (01) MODELU MSRB (M = 2)

Stan (01)
Jednostka
dyskr. 10 15 20 25 30 35
Przedziat
ufnosci (0,32;0,47) | (0,37;0,45) | (0,38;0,45) | (0,40;0,47) | (0,42;0,48) | (0,42;0,51)

Zrédio: opracowanie wiasne.

Przy wyborze optymalnej jednostki dyskretyzacji do budowy systemu HFT,
opartego na modelu MSRB, trzeba tez uwzgledni¢ wptyw wartosci spreadu na
saldo inwestora. Dla rozwazanej pary walutowej AUD/NZD brokerzy oferujg
spready na niskim kilku-pipsowym poziomie (przyktadowo broker ICMarket ofe-
ruje sredni 1,4 pipsowy spread).

W systemie HFT opartym na modelu MSRB parametry TP i SL sg oddalone
od ceny otwarcia o warto$¢ réwng jednostce dyskretyzacji. W celu wyznaczenia
nominalnej wartosci potencjalnego zysku lub straty nalezy uwzgledni¢ wartos¢
spreadu (Piasecki, Stasiak, 2018). Potencjalny zysk oraz strate mozna wyzna-
czy¢ za pomocag Wzoru:

Zysk = (JD — spread) * Lot, (3)
Strata = (JD + spread) * Lot, (4)

gdzie Lot jest jednostkg okreslajgcg wielkos¢ transakcji (rowny 100000 jedno-
stek waluty bazowej). Zaktadajgc jednakowg wartos¢ kazdej pozycji parametr
ten jedynie skaluje warto$¢ pozycji i nie ma znaczenia w kontek$cie rozwazan
przedstawionych w artykule. Parametr JD jest wartoscig jednostki dyskretyzaciji.
Na podstawie wzoréw (3) i (4), po elementarnych przeksztatceniach, mozna
okresli¢ graniczng wartos¢ szacunku prawdopodobienstwa zmiany F,, powyzej
ktorej system HFT — oparty na modelu MSRB — bedzie generowat staty zysk:

_ (JD+spread)

R‘J 2 JD ’ (5)

Za pomocag wzoru 5 mozna zatem — znajac oferowany spread, wybrang jed-
nostke dyskretyzacji oraz wartos¢ prawdopodobienstwa kierunku przysziej
zmiany — okresli¢ czy system HFT bedzie w dtuzszym okresie generowat zyski
czy tez straty. Wzrost réznicy pomiedzy progiem optacalnosci (wzér (5)) a war-
toscig prawdopodobienstwa kierunku przysztej zmiany bedzie prowadzit do
wiekszego zysku, generowanego przez system HFT.

W celu wyboru odpowiedniej jednostki dyskretyzacji nalezy zatem uwzglednic
warto$¢ i dokladnos¢ szacunku prawdopodobienstwa przysziego kierunku zmian,
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liczbe potencjalnych transakcji oraz wptyw wielkosci oferowanych spreadéw. Ana-
liza piecioletnich danych historycznych wskazuje, ze optymalng wartoscia, pod
wzgledem otrzymanych wartosci prawdopodobienstwa przysztych zmian oraz
liczby sygnatéw, jest 10 pipsowa, najmniejsza jednostka dyskretyzacji. Jednak
duze wahania wartosci szacunku prawdopodobienstwa kierunku przysztych zmian
w czasie oraz wptyw spreadu (wartos¢ P, rowna 59%) wskazuje na brak zasadno-
8ci zastosowania 10 pipsowej jednostki dyskretyzacji do konstrukcji systemu HFT.
Biorgc zatem pod uwage doktadnos¢ predykcji (przedziat ufnosci) oraz liczbe wy-
stgpien odpowiednich stanéw zasadny wydaje sie wybdr 15 lub 20 pipsowej jed-
nostki dyskretyzacji. O wiele mniejsza liczba sygnatdw oraz mniejsza warto$c
szacunku prawdopodobienstwa kierunku przysztych zmian wyklucza réwniez za-
stosowanie jednostek dyskretyzacji o wartosci wiekszej od 20 pipséw. Wiekszg
liczbe sygnatéw generowanych dla 15 pipsowej jednostki dyskretyzacji, w poréw-
naniu z 20 pipsowa jednostkg dyskretyzacji, rownowazy natomiast wiekszy wpltyw
spreadu. Zysk generowany przez system HFT, oparty na modelu MSRB z zasto-
sowaniem 15 lub 20 pipsowej jednostki dyskretyzacji bedzie zatem zblizony. Dla-
tego wykorzystanie takich wartosci jednostek dyskretyzacji w systemach HFT
wydaje sie optymalne.

5. WNIOSKI

Kurs walutowy moze by¢ przedstawiony w formie reprezentacji binarnej, ktéra
jest rozwigzaniem alternatywnym dla mniej doktadnej reprezentacji Swiecowe;.
Reprezentacje binarng kursu walutowego mozna wykorzysta¢ do budowy sku-
tecznych systemow HFT.

W takich systemach prawdopodobienstwo kolejnej zmiany kursu jest interpre-
towana jako prawdopodobienstwo osiggniecia zysku lub straty. Do modelowania
kursu na podstawie reprezentacji binarnej mozna wykorzysta¢ model stanowy
reprezentacji binarnej MSRB.

Problem wyznaczenia prawdopodobienstw przejs¢ w modelu MSRB zostat
przedstawiony juz w pracy Stasiak (2017). Prawdopodobienstwa te wyznaczono
tam dla jednostki dyskretyzacji rownej 10 pipséw. Wartoscig dodang tej pracy
jest zbadanie wptywu wielkosci jednostki dyskretyzacji na doktadnos$¢ oszaco-
wania rozktadéw prawdopodobienstw nadchodzacych zmian kursu walutowego.

Wybdr optymalnej wartosci jednostki dyskretyzacji zalezy od wartosci i do-
ktadnosci prawdopodobienstwa szacunku przysztego kierunku zmiany kursu,
liczby potencjalnych transakcji oraz wielkosci oferowanych spreadow. W artyku-
le szczegbtowo opisano znaczenie poszczegolnych czynnikéw oraz przeprowa-
dzono przyktadowg analize, uzasadniajacg wybor odpowiedniej jednostki dys-
kretyzacji dla pary walutowej AUD/NZD. Przedstawiony schemat ma uniwersal-
ny charakter i moze by¢ wykorzystany do analizy mozliwosci wykorzystania
praktycznego modelu MSRB oraz wyboru odpowiednich wartosci jednostek dys-
kretyzacji dla badanej pary walutowe;j.
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WPLYW JEDNOSTKI DYSKRETYZACJI NA EFEKTYWNOSC
MODELOWANIA KURSU WALUTOWEGO W REPREZENTACJI BINARNEJ

Streszczenie

Kurs pary walutowej moze zosta¢ przedstawiony w postaci reprezentacji bi-
narnej. Algorytm binaryzacji polega na zamianie kursu reprezentowanego przez
dane tikowe na odpowiadajgcy im cigg binarny. Kazdemu wzrostowi kursu o za-
dang jednostke dyskretyzacji jest przypisywana warto$¢ binarna 1, natomiast
spadkowi warto$¢ 0. Wtasciwo$ci oraz charakter kursu w reprezentacji binarnej,
np. wptyw losowych fluktuacji (szum), poziom zalezno$ci pomiedzy aktualnymi
zmianami i danymi historycznymi zalezg od wartoSci przyjetej jednostki dyskrety-
zacji. W pracy przedstawiono analize statystyczng kursu pary walutowej w repre-
zentacji binarnej, otrzymang dla réznych jednostek dyskretyzacji. Analize prze-
prowadzono pod katem mozliwo$ci wykorzystania reprezentacji binarnej do bu-
dowy systeméw predykcyjnych, opartych na modelu stanowym reprezentacji
binarnej (MSRB). Do analizy wykorzystano dane tikowe kursu walutowego
AUD/NZD z pigcioletniego przedziatu 2012—2017.

Stowa kluczowe: rynek walutowy, analiza techniczna, wspomaganie decyzji
inwestycyjnych na rynku walutowym, modelowanie kurséw walutowych

IMPACT OF DISCRETIZATION UNITS ON THE MODELLING EFFICIENCY
OF CURRENCY EXCHANGE RATE IN BINARY REPRESENTATION

Abstract

Exchange rate course trajectory can be visualised in a binary representation.
Binarization algorithm involves ftransformation of a course represented by tic
data into a respective binary string. Each exchange rate increase by one dis-
cretization unit is assigned a binary value 1, and a respective decrease is as-
signed a 0. Properties and character of the exchange rate course in binary rep-
resentation, that is, for example, influence of random fluctuations (noise) or rela-
tionship between current changes and historical data, are dependent on the
appointed discretization unit. In the article a statistical analysis of an exchange
rate trajectory for AUD/NZD currency pair in binary representation with different
discretization units is presented. The analysis was performed in order to verify
possible application of binary representation to create prediction systems based
on binary representation state model (BRSM). Data used in performed research
consisted of tick data for AUD/NZD from a five-year time period 2012—-2017.

Keywords: foreign exchange market, technical analysis, currency market in-
vestment decision support, modelling of currency exchange rates
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Podobienstwo struktury wybranych wydatkow
budzetowych wojewodztw a ich zrownowazony rozwoj:
nowe narzedzia badawcze

1. WSTEP

Inspiracjg do przygotowania tego opracowania byt artykut Salamagi (2017).
Autor tego artykutu w streszczeniu napisat: ,Celem opracowania jest opisanie
zaleznosci pomiedzy strukturg wydatkéw budzetowych wojewddztw a ich
zréwnowazonym rozwojem”. Autorzy tej pracy stawiajg sobie ten sam cel, ale
proponujg odmienne metody statystyczne wykorzystane do osiggniecia tego
celu. Schélkopf i inni (1998) zaproponowali jgdrowg analize sktadowych gtow-
nych w przypadku, gdy badane obiekty charakteryzowane sg za pomocg wek-
torow cech obserwowanych w ustalonym momencie czasu. W pracy tej poda-
jemy rozszerzenie jgdrowej analizy sktadowych gtéwnych na przypadek, gdy
obiekty charakteryzowane sg za pomocg macierzy X rozmiaru T X p, gdzie p
jest liczbg cech obserwowanych w T momentach czasowych (patrz sekcja 3).
Podziat wojewddztw na grupy w uktadzie dwdoch pierwszych jgdrowych skfa-
dowych gtéwnych dokonano metodg sktadowych gtéwnych (patrz sekcja 5).
Wytonienie wskaznikéw zréwnowazonego rozwoju najbardziej charaktery-
stycznych dla wyréznionych skupien odbywa sie przy uzyciu odlegtosci Maha-
lanobisa (patrz sekcja 4). Poniewaz wojewddztwa charakteryzowane sg za
pomocg danych macierzowych, to uzyte przez nas techniki statystyczne wyda-
ja sie by¢ odpowiednie.

" Panstwowa Wyzsza Szkota Zawodowa im. Prezydenta Stanistawa Wojciechowskiego, Miedzy-
wydziatowy Zaktad Matematyki i Statystyki, ul. Nowy Swiat 4, 62-030 Kalisz, e-mail: kadere@o02.pl;
mkrzysko@amu.edu.pl.

2 Uniwersytet im. Adama Mickiewicza w Poznaniu, Wydziat Matematyki i Informatyki, ul. Umultow-
ska 87, 61-614 Poznan, e-mail:wolynski@amu.edu.pl.
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2. DANE BADAWCZE

Zgodnie z informacjg zawartg w Banku Danych Lokalnych GUS wydatki bu-
dzetowe pogrupowano w 33 dziatach oznaczonych odpowiednimi symbolami.
Sposrod tych dziatdéw wybranych zostato 9 nastepujgcych:

1. Dziat 801 — Oswiata i wychowanie,

. Dziat 851 — Ochrona zdrowia,

. Dziat 852 — Pomoc spoteczna,

. Dziat 853 — Pozostate zadania w zakresie polityki spotecznej,

. Dziat 854 — Edukacyjna opieka wychowawcza,

. Dziat 900 — Gospodarka komunalna i ochrona srodowiska,

. Dziat 921 — Kultura i ochrona dziedzictwa narodowego,

. Dziat 925 — Ogrody botaniczne i zoologiczne oraz naturalne obszary i obiekty
chronionej przyrody,

9. Dziat 926 — Kultura fizyczna i sport.

Dane badawcze, to 16 macierzy rozmiaru 8x9 zawierajgcych wartosci wydat-
kéw budzetowych w 9 dziatach dla 16 wojewddztw notowane w latach 2009—-
—2016 (9 lat). Wybor dziatdéw oraz lat podyktowany byt dostepnoscig danych.

Za cechy charakteryzujgce rozwdj zrownowazony wojewodztw przyjete zosta-
ty nastepujgce cechy, tozsame z cechami uzytymi przez Salamage (2017):

Y1 — PKB na mieszkanhca w zt,

Y2 — naktady inwestycyjne na mieszkanca w zt,

Ys — udziat przedsiebiorstw innowacyjnych w ogole przedsigbiorstw w %,

Y4+ — naktady na dziatalnos¢ badawczo — rozwojowg w relacji do PKB,

Ys — przecietny miesieczny dochdd rozporzgdzalny na osobe w gospodarstwie
domowym w zi,

Ys —udziat oséb w gospodarstwach domowych korzystajgcych ze Srodowi-
skowej pomocy spotecznej w ludnosci ogétem w %,

Y7 — stopa bezrobocia rejestrowanego w %,

Ys — dtugos¢ drég ekspresowych i autostrad na 100 km?,

ONO O WN

Y9 —liczba samochodéw osobowych na 1000 ludnosci,
Y10 — przecietne dalsze trwanie zycia os6b w wieku 65 lat w latach,
Y11 — emisja zanieczyszczen pytowych w t/rok.

3. JADROWE SKEADOWE GLOWNE

Niech zbiorem danych bedzie zbior {X;, ... X,,} macierzy z przestrzeni R,
gdzie p jest liczbg cech obserwowanych w 7momentach czasu.
Funkcja

k: RVPx RIP 5 ¢

nazywa sie jagdrem na przestrzeni iRTXp, jezeli istnieje przestrzen Hilberta wypo-
sazona w iloczyn skalarny <e, ¢>;-0raz odwzorowanie
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(-P . iRTxp _)yf‘
takie, ze dla wszystkich X;, X; eR™P zachodzi
k (X1, Xj) = < o(Xy), (X)) >3-

Funkcje ¢ nazywamy odwzorowaniem cechy, a # przestrzenig cech odwzo-
rowanych.

Funkcje jadrowg mozemy interpretowaé jako miare podobiehstwa miedzy ma-
cierzami X; i X;. Mowimy, ze funkcja jagdrowa k jest nieujemnie okreslona, jezeli
dla kazdego zbioru {X;, ... X,,} macierzy z przestrzeni R"*?i dla wszystkich liczb

rzeczywistych cy, ..., ¢,

n n

Z Cicj k(XlXJ) > 0.
1

i=j J=

Pojawia sie interesujgce pytanie: czy dla danej funkcji dwoch argumentow
k(X; X;) istnieje funkcja ¢ taka, ze

k (X, X)) =< o(X), 9(X) >%?

Odpowiedz daje twierdzenie Mercera (Mercer, 1909), ktére z grubsza mowigc
orzeka, ze jezeli k jest jgdrem nieujemnie okreslonym to taka funkcja ¢ istnieje.
W naszej pracy postugiwac sie bedziemy gaussowskg funkcjg jadrowg postaci

k (X;,X;) = exp (-V”Xi - Xj||i);7/ >0
gdzie

Al = tr(A'A)
jest macierzowg normg Frobeniusa.

Stata y > 0 jest odpowiednio dobrana do danych Xj,...,X,, gdzie X; €
RPi=1,..,n

Bierzemy pod uwage dolny tréjkat macierzy symetrycznej, ktérej element (i, j)
jest rowny ||X; — Xf”i ,i,j =1,..,n. Za y wybieramy odwrotno$¢ wartosci $red-
niej elementéw tego dolnego trojkata.

Dla danego zbioru {X;, ... X,,} macierzy z przestrzeni P i danej funkgji
jadrowej okreslonej na przestrzeni R™P, macierz K = (Ki]-) stopnia n, gdzie
Kij = k(Xi,Xj), nazywa sie macierzg jgdrowg lub macierzg Grama funkciji ja-
drowej k ze wzgledu na zbior {X,, ... X, }.
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Niech X; € R™"®,i = 1, ...,n, bedzie zbiorem danych, gdzie p jest liczbg cech
obserwowanych w T momentach czasu. Nasze dane odwzorowujemy nieliniowo
do przestrzeni Hilberta 7 za pomocg funkgji

@:R"P - Ff

Zauwazmy, ze elementy przestrzeni # moga by¢ nieskonczenie wymiarowe.

W celu zbudowania liniowych sktadowych gtéwnych przestrzeni # musimy
znalez¢ wartosci wiasne 1 i wektory wlasne u € ¥ operatora kowariancji z proby
w przestrzeni #-

C_I

=—Yis <PX), P(Xi) >3 (1)
spetniajgcego réwnosé
Cu = Au, (2)

gdzie (u,u)#=1 oraz
1 n
YX) = pX) -7, => ) oXDi=1,..n
i=1

Zauwazmy, ze réwnanie (2) mozemy zapisa¢ w postaci
% L PX) <P(Xp,u >y= Au. (3)

Oznacza to, ze wektory u lezg w podprzestrzeni span{¥(X,),... ¥(X,,)},
ti. lezga w powloce liniowej przestrzeni generowanej przez zbior
{¥(X,), ... ¥(X,)}, a wiec istniejg wspodtczynniki rzeczywiste a4, ..., a,, takie, ze

n

u= Z a’iLP(Xl-). (4)

i=1
Zatem réwnanie (3) przyjmuje postac

PX) Cu>y=2 <WX),u>y (5)
taczac rownania (1), (4) oraz (5) otrzymujemy:

KKa=n1Ka (6)

gdzie a = (ay, .., a,)", K = (k(xi,x,-)),i{ =HKH,H =1, - 21,17, 1, € %™,
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Idempotentna macierz H (H?> = H) nazywa si¢ macierzg centrujaca.
Zauwazmy, ze kazde rozwigzanie réwnania

Ka =nia, (7)
jest zarazem rozwigzaniem réwnania (6).

Wektory wiasne u w przestrzeni # normujemy tak, by miaty jednostkowg dtu-
gosc:

(wu)y=37, oy < WX, W(X;) >y=nAYL, aa; = 1.

Zatem wektory a; nalezy znormalizowaé tak, by ich dtugos¢ byta réwna
1

T}Li’i = 1, e, N

Stad rzut odwzorowanej obserwacji ¢(X;) €% na j-tg jadrowa sktadowg gtéwng ma

postad: < W(X)), uj >y= Yp_; @l < W(X,),¥(X,) >»= Xp_1 Kpal,i,j = 1,..,n.
Podsumujemy teraz kolejne kroki konstrukcji jadrowych skfadowych gtéw-

nych:

1. Danymi sg macierze X; € R"P,i =1, ..,n.

2. Na bazie danych budujemy macierz jgdrowg K = (Ki]-), ktorej elementami sg
wartosci K;; = k(X;, X;) gaussowskiej funkcji jadrowej k.

3. Tworzymy macierz jgdrowg scentrowang K = HKH, gdzie H jest idempotentng
macierzg centrujgcg postaci H = I, — % 1,17,

4. Wyliczamy warto$ci witasne A; oraz wektory wtasne a; macierzy K,i = 1, ..., n.

5. Normalizujemy wektory a; tak, aby ich dtugosc¢ byta réwna ﬁi, CO zapewnia, ze

(wuyr= Yo, oy < WX, Y(X;) >y=mAYL, aa; = 1.

6. Rzut odwzorowanej obserwacji ¢ (X;) €# na j-tg jadrowg sktadowg gtéwng

jest rowny: _
Uj =< WX),u >5 =Ygy K, i,j = 1, ..., n.

4. CECHY ROZWOJU ZROWNOWAZONEGO NAJBARDZIEJ
CHARAKTERYSTYCZNE DLA WYROZNIONYCH SKUPIEN

Kazda z 11 cech zrownowazonego rozwoju obserwowana jest w kazdym z 16
wojewddztw. Niech y;; bedzie 8-wymiarowym wektorem ztozonym z wartosci
i-tej cechy zréwnowazonego rozwoju obserwowanej w j-tym wojewodztwie
w latach 2009-2016, i = 1,...,11, j = 1,...,16. Z 16 wektorow y;q, ....y;1¢ Wylicza-
my wektor Sredni dla i-tej cechy zrownowazonego rozwoju
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16

_ 1

yi = 16 Z}’ij
j=1

oraz nieobcigzong ocene macierzy kowariancji
16
1 = =\
Si=13 Z(yij - 5) (v —71)"
j=1

Macierz S; jest miarg zmiennosci wektorow y;;.
Ponadto w k-tym skupieniu wyliczamy wewnatrzgrupowy wektor sredni oraz
kwadrat odlegtosci Mahalanobisa:

di =G —5)'ST G —y)i=1,..,1L,k=1,..,K. (8)
5. WYNIKI BADAN EMPIRYCZNYCH

Analizg objeto 16 wojewoddztw (n = 16). Analizowane dane dotycza lat 2009—
—2016 (T= 8). Kazde wojewddztwo zostato scharakteryzowane wartosciami wydat-
kéw budzetowych w p = 9 wybranych dziatach oraz wartosciami 11 cech opisuja-
cych zrébwnowazony rozwdj. Dane pochodzag z Lokalnego Banku Danych GUS
(https: bdl.stat.gov.pl). Najpierw skonstruowane zostaty jagdrowe sktadowe gtéwne.
Sa to skladowe nieliniowe, bo chociaz w przestrzeni Hilberta zostaly skonstruo-
wane skladowe gtéwne liniowe, to dane pierwotne z przestrzeni macierzy X
rozmiaru T X p zostaty odwzorowane za pomoca nieliniowej funkcji ¢. Wartosci
wilasne i rzut na dwie pierwsze jgdrowe sktadowe gtdéwne zawiera tabela 1.

Tabela 1. WARTOSCI WEASNE | RZUT NA DWIE PIERWSZE JADROWE SKEADOWE GtOWNE

Lp. Wojewddztwo Wartos¢ whasna Uit Uiz
1 | Dolnoslgskie .......cccccoceeriiieiiiieenne 2,4048 0,7022 —-0,0571
2 | Kujawsko-pomorskie ..................... 1,1076 0,3125 0,2224
3 | Lubelskie 0,9894 -0,1819 0,1938
4 | Lubuskie ... 0,7757 -0,6505 -0,2179
5 | LOdZKI€ ..oceeeeeieeeeee e 0,5344 0,0347 0,0304
6 | Matopolskie .......ccccoccvveeriiieiiiieene 0,4567 0,5938 0,5550
7 | Mazowieckie .........cccooviiiiiiiiiiinns 0,3972 1,0648 —-0,2437
8 | Opolskie ......cceecveveeiiiieeieeeieee 0,3610 -0,6703 -0,1489
9 | Podkarpackie ...........cccceeriniiieiennes 0,2626 0,1492 0,0860
10 | Podlaskie .......cccccomniiiiiiiiiiiieee 0,2138 —-0,4578 -0,1054
11 | Pomorskie ...........ccooevviiiil 0,1991 -0,2180 0,0879
12 | SIgSKIi€ ..oceeveveeeeieeeeceeieeeereeeaan 0,1601 1,0450 -0,6350
13 | Swietokrzyskie ........cccoceevevevcernnn. 0,1327 —-0,7347 -0,1662
14 | Warminsko-mazurskie .................. 0,0705 -0,6633 -0,0844
15 | Wielkopolskie ..........cccccoeieeirinienne 0,0512 0,2815 0,4840
16 | Zachodniopomorskie .................... 0,0000 -0,6071 —0,0008

Zrédto: opracowanie wiasne.
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Wykorzystujgc wspétrzedne rzutu na dwie pierwsze jagdrowe sktadowe gtéwne,
dokonano podziatu wojewddztw uzywajac metod analizy skupien. Wybrana zostata
hierarchiczna metoda aglomeracyjna. Ponadto, wykorzystano cztery rézne metody
wigzania skupien: metode pojedynczego wigzania, metode petnego wigzania, me-
tode $redniego wigzania oraz metode sumy kwadratéw odlegtosci. Na rysunku 1
przedstawiono dendrogramy uzyskane przy uzyciu tych metod.

Rysunek 1. Metody aglomeraciji: (a) — metoda pojedynczego wigzania, (b) — metoda petnego
wigzania, (c) — metoda $redniego wigzania, (d) — metoda sumy kwadratéw odlegtosci
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Zrédio: opracowanie wiasne.

Nastepnie korzystajgc ze wskaznika zarysu, dla kazdej z metod, wyznaczono
optymalng liczbe skupien. Wyniki zawiera tabela 2.

Tabela 2. OPTYMALNA LICZBA SKUPIEN

Metoda aglomeracji Optymalna liczba
skupien

Metoda pojedynczego wigzania .....
Metoda petnego wigzania ...............
Metoda $redniego wigzania ............
Metoda sumy kwadratéw odlegtosci

AW ADN

Zrédto: opracowanie wiasne.
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Powstate w ten sposéb skupienia majg nastepujacy sktad:
. Metoda pojedynczego wigzania:

Skupienie I: dolnoslgskie, mazowieckie, Slaskie.

Skupienie Il; pozostate wojewoddztwa.

. Metoda $redniego wigzania:

Skupienie I: dolnoslgskie, mazowieckie, Slaskie.

Skupienie Il: kujawsko-pomorskie, matopolskie, wielkopolskie.

Skupienie lll: pozostate wojewodztwa.

. Metoda petnego wigzania oraz metoda sumy kwadratéw odlegtosci:

Skupienie I: dolnoslgskie, mazowieckie, slaskie.

Skupienie Il: kujawsko-pomorskie, matopolskie, wielkopolskie.

Skupienie llI: lubelskie, t6dzkie, podkarpackie, pomorskie.

Skupienie IV: pozostate wojewddztwa.

Dalej za podziat optymalny przyjmujemy podziat na 4 jednorodne skupienia.
Podziat ten przedstawiony jest na rysunku 2. Nastepnie oceniono, ktére sposréd
11 wskaznikéw opisujgcych najwazniejsze aspekty rozwoju zrbwnowazonego sg
najbardziej charakterystyczne dla wyréznionych skupien wojewodztw. Jako mia-
re bliskosci wybrano kwadrat odlegtosci Mahalanobisa danej wzorem (8). Od-
powiednie wartosci zawiera tabela 3.

Rysunek 2. Skupienia wyznaczone zgodnie z metodami petnego wigzania oraz sumy
kwadratow odlegtosci (podziat optymalny)

Zrédio: opracowanie wiasne.



444 Przeglad Statystyczny, tom LXV, zeszyt 4, 2018

Tabela 3. WARTOSQI KWADRATOW ODLEGEOSCI MAHALANOBISA DLA 11 WSKAZNIKOW
ROZWOJU ZROWNOWAZONEGO W CZTERECH OPTYMALNYCH SKUPIENIACH

WOJEWODZTW
Nr wskaznika | 1l I \Y
3,7408 1,3836 1,9583 1,0551
2,6116 0,7779 1,5462 0,7550
2,6836 3,1738 1,5193 0,6170
1,5616 1,9270 1,7441 1,2269
2,4790 1,5933 1,6222 0,8499
2,0197 1,3678 1,6128 1,1425
1,6701 0,8771 1,8463 1,1680
2,4257 2,3689 1,6410 1,1397
0,2789 2,3107 1,4307 0,2955
2,7193 1,1381 2,0041 0,8466
3,7146 2,6849 1,3009 0,7956

Zrédto: opracowanie wiasne.

Analizujgc tabele 3 widzimy, ze dla skupienia | ztozonego z wojewodztw dol-
noslgskiego, mazowieckiego i Slgskiego najbardziej charakterystycznymi wekto-
rowymi wskaznikami opisujgcymi zréwnowazony rozwdéj w latach 2009-2016
tacznie sa: Yo — liczba samochodéw osobowych na 1000 ludnosci, Y4 — naktady
na dziatalno$¢ badawczo-rozwojowg w relacji do PKB oraz Y7 — stopa bezrobo-
cia rejestrowanego w %. Dla skupienia Il najbardziej charakterystycznymi
wskaznikami wektorowymi sa: Y2 — nakfady inwestycyjne na mieszkanca w zt.,
Y7 — stopa bezrobocia rejestrowanego w % oraz Y1 — przecietne dalsze trwanie
zycia osob w wieku 65 lat mierzone w latach. Dla skupienia Il sg to: Y11 — emisja
zanieczyszczenh pytowych w t/rok, Yo — liczba samochodéw osobowych na 1000
ludnoéci oraz Ys — udziat przedsiebiorstw innowacyjnych w ogodle przedsie-
biorstw w %. Dla skupienia IV sg to: Y¢ — liczba samochoddéw osobowych na
1000 ludnosci, Ys — udziat przedsiebiorstw innowacyjnych w ogéle przedsie-
biorstw w % oraz Y2 — nakfady inwestycyjne na mieszkanca w zt.

Wartosci danego wskaznika zrownowazonego rozwoju obserwowane w latach
2009-2016 tworzg osmiowymiarowy wektor. Tabela 4 zawiera dtugo$ci tych
wektorow. Im warto$ci danego wskaznika obserwowane w latach 2009-2016 sg
wieksze, tym dtugos¢ tego wektora jest wieksza.

Tabela 4. DLUGOSCI WEKTOROW REPREZENTUJACYCH WARTOSCI 11 WSKAZNIKOW
W LATACH 2009-2016 DLA POSZCZEGOLNYCH WOJEWODZTW

Wojewodztwo Y1 Y2 Y3 Ya Ys Ys
Dolnoslaskie ................ 135821,16| 20144,33 43,50 1,88 3845,28 17,45
Kujawsko-pomorskie ...| 98504,35| 15172,89 37,79 1,00 3311,10 30,64
Lubelskie ..................... 84521,11 12877,18 42,53 2,40 3134,83 26,71
Lubuskie 100776,58 | 16610,64 35,34 0,58 3595,02 26,44
todzkie ........... 112523,12| 18500,79 34,92 1,92 3608,96 21,91
Matopolskie ................. 107055,83 | 15487,23 42,15 3,61 3448,58 18,54
Mazowieckie ............... 192927,14| 26761,68 45,14 4,33 4712,73 19,26
Opolskie ......ccccoeeenunen. 97768,50 | 15837,88 45,05 0,73 3473,79 17,28



K. Derggowski, M. Krzysko, W. Wotynski  Podobienstwo struktury wybranych... 445

Tabela 4. DEUGOSCI WEKTOROW REPREZENTUJACYCH WARTOSCI 11 WSKAZNIKOW
W LATACH 2009-2016 DLA POSZCZEGOLNYCH WOJEWODZTW (dok.)

Wojewddztwo Y1 Y2 Y3 Ys Ys Ys
Podkarpackie .............. 85127,42 | 15355,64 43,18 3,42 2807,05 30,82
Podlaskie .................... 87443,52 | 14383,48 42,38 1,45 3473,38 27,61
Pomorskie ..........c........ 116027,36 | 18724,07 37,16 2,78 3830,52 23,43
Slgskie ......ccoeveveuennne. 126751,49 | 17477,24 41,70 1,64 3698,04 15,06
Swie,tokrzyskie ............ 89262,98 | 13137,97 34,08 1,00 3199,73 30,35
Warminsko-mazurskie 86392,09 | 13849,83 35,83 1,09 3330,44 37,56
Wielkopolskie .............. 128663,68 | 17513,54 37,13 1,92 3431,39 20,63
Zachodniopomorskie 101069,37 | 16422,69 40,37 0,89 3673,73 26,21

Zrédio: opracowanie wiasne.

Tabela 4. DLUGOSCI WEKTOROW REPREZENTUJACYCH WARTOSCI 11 WSKAZNIKOW
W LATACH 20092016 DLA POSZCZEGOLNYCH WOJEWODZTW (KONT.)

Wojewodztwo Y7 Ys Yo Y10 Y11
Dolnoslgskie .........ccccceeueeene 20,28 37,09 1434,54 49,11 11188,59
Kujawsko-pomorskie 27,92 24,55 1381,21 48,92 10363,00
Lubelskie .................. 24,79 6,04 2802,92 49,86 6460,00
Lubuskie ...... 22,85 35,78 1469,00 48,57 3270,01
LodzKie ...ooceiiiiiiiieee 23,25 46,35 1415,80 48,04 9853,41
Matopolskie 18,54 27,16 1342,67 51,10 9956,41
Mazowieckie .. 20,60 16,22 1550,11 50,88 12726,43
Opolskie ............. 19,54 26,46 1522,98 49,19 6186,08
Podkarpackie ............c........ 29,12 14,58 1250,76 51,15 4799,10
Podlaskie .........cccccoviennenne 23,18 4,47 1216,27 51,25 2731,72
Pomorskie ... 19,23 20,08 1399,19 50,01 7260,44
Slgskie ............... 16,90 61,71 1374,66 48,58 31524,33
Swietokrzyskie .................. 27,86 12,27 1312,43 49,95 7165,45
Warminsko-mazurskie ....... 30,78 13,85 1256,93 48,74 3158,91
Wielkopolskie ..........ccccc... 16,02 29,09 1576,95 49,12 13851,71
Zachodniopomorskie ......... 25,42 18,51 1318,15 48,93 8056,73

Zrédto: opracowanie wiasne.

Nastepnie dtugosciom wektoréw dla ustalonego wskaznika nadano rangi po-
przez wszystkie wojewddztwa. Rangi przypisane wojewddztwom znajdujgcym
sie w danym skupieniu oraz trzem wskaznikom najbardziej charakterystycznym
dla tego skupienia zostaty usrednione. Srednig warto$é rang dla poszczegdlnych
skupien zawiera tabela 5.

Tabela 5. SREDNIE WARTOSCI RANG PRZYPISANE WOJEWQDZTWOM Z DANEGO
SKUPIENIA ORAZ TRZEM WSKAZNIKOM ROZWOJU ZROWNOWAZONEGO
NAJBARDZIEJ CHARAKTERYSTYCZNYM DLA DANEGO SKUPIENIA

| Il 1 v

17,(3) 22,(3) 23,5 31,8(3)

Zrédio: opracowanie wiasne.
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Z tabeli 5 wynika, ze pod wzgledem spoteczno-gospodarczym najlepiej rozwi-
niete sg wojewodztwa tworzgce skupienie nr |, a najstabiej wojewddztwa two-
rzgce skupienie nr |V.

W celu stwierdzenia, na ile spéjny jest rozwoj spoteczno-gospodarczy w wo-
jewodztwach o podobnej strukturze wydatkéow budzetowych wyliczono wielowy-
miarowy wspoétczynnik zmiennos$ci CV;, dla zmiennych Y+-Y11, zaréwno w kaz-
dym wyrdznionym skupieniu wojewodztw, jak i dla wszystkich ogétem.

Wielowymiarowy wspétczynnik zmiennosci wyliczamy wedtug wzoru (Albert,
Zhang, 2010):

CVn = [F'S)/FD12,

gdzie y jest 8-wymiarowym wektorem srednich dla lat 2009-2016, a S jest ma-
cierzg kowarianciji.

Im mniejsza jest wartos¢ wielowymiarowego wspoétczynnika zmiennosci, tym
bardziej podobny jest rozwdéj wojewddztw mierzony odpowiednim wskaznikiem.
Wartosci wielowymiarowego wspotczynnika zmiennosci zamieszczone sg w tabe-
lach 6-7.

Tabela 6. WARTOSCI WIELOWYMIAROWEGO WSPOLCZYNNIKA
ZMIENNOSCI DLA 11 WSKAZNIKOW BEZ PODZIALU
WOJEWODZTW NA SKUPIENIA

Nr wskaznika CVp,

0,2523
0,2019
0,0960
0,5935
0,1164
0,2553
0,1956
0,6232
0,2501
0,0210
0,7350

Zrédto: opracowanie wiasne.

Tabela 7. WARTOS(}I WIELOWYMIAROWEGO WSPOLCZYNNIKA Z!\/IIENNOSCI DLA
11 WSKAZNIKOW W CZTERECH SKUPIENIACH WOJEWODZTW

Nr wskaznika | 1] 1] \%
0,2363 0,1395 0,1714 0,0728
0,2230 0,0799 0,1691 0,0936
0,0410 0,0697 0,1042 0,1133
0,5681 0,6170 0,2441 0,3133
0,1341 0,0221 0,1379 0,0500
0,1222 0,2781 0,1535 0,2389
0,1058 0,3012 0,1700 0,1602
0,5968 0,0870 0,8338 0,6085
0,0614 0,0876 0,4237 0,0896
0,0243 0,0243 0,0259 0,0205
0,6145 0,1859 0,2970 0,4558

Zrédio: opracowanie wiasne.
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Analizujgc tabele 6—7 widzimy, ze zmiennos$é wskaznikéw rozwoju spoteczno-
-gospodarczego w skupieniach wojewodztw jest na ogét mniejsza niz zmiennosé
dla wszystkich wojewddztw ogotem (sposrod 44 wartosci wielowymiarowego
wspotczynnika zmiennosci w poszczegdlnych skupieniach, az 31 wartoéci jest
mniejszych od wartosci tego wspotczynnika dla wszystkich wojewddztw 0goé-
tem). Mozna zatem przyjg¢, ze wieksze podobienstwo struktury wybranych grup
wydatkéw budzetowych znajduje odzwierciedlenie w zblizonym poziomie rozwo-
ju spoteczno-gospodarczego wojewodztw.
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PODOBIENSTWO STRUKTURY WYBRANYCH WYDATKOW
BUDZETOWYCH WOJEWODZTW A ICH ZROWNOWAZONY
ROZWOJ: NOWE NARZEDZIA BADAWCZE

Streszczenie

Celem tej pracy jest opisanie zaleznosci miedzy strukturg wybranych wydat-
kéw budzetowych wojewddztw a ich zrébwnowazonym rozwojem. Do tego opisu
uzyto rozszerzonej jgdrowej analizy sktadowych gtownych na przypadek, gdy
wojewddztwa charakteryzowane sg wieloma cechami obserwowanymi w wielu
momentach czasowych. Podziat wojewbdztw na grupy jednorodne propono-
wany jest metodg analizy skupien. Wybor wskaznikéw zrownowazZonego roz-
woju najbardziej charakterystycznych dla wyréznionych skupieh odbywa sie
przy uzyciu odlegto$ci Mahalanobisa.

Stowa kluczowe: wydatki budzetowe, zrébwnowazony rozwoj, jadrowe skia-
dowe gtéwne, odlegtos¢ Mahalanobisa
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THE SIMILARITY OF THE STRUCTURE OF SELECTED BUDGET
EXPENDITURES OF POLISH VOIVODSHIPS AND THEIR SUSTAINABLE
DEVELOPMENT: NEW RESEARCH TOOLS

Abstract

The purpose of this paper is to describe the relationship between the structure
of selected budget expenditure of Polish voivodships and their sustainable de-
velopment. The extended analysis of the kernel principal components was used
for this description when the Polish voivodships are characterised by many fea-
tures observed in many time points. The division of Polish voivodships into ho-
mogeneous groups is proposed by the cluster analysis method. The selection of
sustainability indicators most characteristic of the distiguished clusters takes
place using the Mahalanonis distance.

Keywords: budget expenditure, sustinable development, kernel principal
components, Mahalanobis distance
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1. WPROWADZENIE

Zjawisko niepetnosprawnosci nalezy wspétczesnie do jednych z najpowaz-
niejszych probleméw spofecznych. Liczba oséb niepetnosprawnych wzrasta
systematycznie, co jest w duzej mierze konsekwencjg dostrzegalnego problemu
zwigzanego ze starzeniem sie spoteczenstw. Okoto 17% osdb w Unii Europej-
skiej jest niepetnosprawnych, w stopniu od lekkiego do znacznego. Oznacza to,
ze okoto 80 mIn Europejczykdéw czesto nie ma mozliwosci petnego uczestnicze-
nia w zyciu spotecznym i gospodarczym z powodu barier zwigzanych ze $rodo-
wiskiem i z postawami ich otoczenia. Réwniez w Polsce niepetnosprawnosé
stanowi powazny problem spoteczny. Wedtug danych Narodowego Spisu Po-
wszechnego Ludnosci i Mieszkah (NSP 2011) w Polsce liczba oséb niepetno-
sprawnych wynosita okoto 4,7 min. Stanowito to 12% ludnosci kraju (GUS,
2012).

W zwigzku z powyzszym wiadze poszczegodlnych krajow, jak i wtadze szcze-
bla lokalnego, bedg zmuszone podejmowac odpowiednie kroki celem niwelowa-
nia negatywnych skutkédw zwigzanych z wystepowaniem zjawiska niepetno-
sprawnosci. Koniecznosé ta wynika rowniez z zapisow Europejskiej Strategii
w Sprawie Niepetnosprawnosci 2010-2020, zgodnie z ktoérg na Unii Europejskiej
i panstwach czionkowskich spoczywa odpowiedzialno$¢ za poprawe spotecznej
i ekonomicznej sytuacji oséb niepetnosprawnych (Komisja Europejska, 2010).
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Ogdlnym celem tej strategii jest zwiekszenie mozliwosci oséb niepetnosprawnych,
tak aby mogty one w petni korzysta¢ ze swoich praw i uczestniczy¢ w zyciu spo-
tecznym oraz w europejskiej gospodarce, zwtaszcza dzieki jednolitemu rynkowi.

Podejmowanie wiasciwych decyzji oraz eliminowanie barier wymagac bedzie
jednak dokfadnej, rzetelnej i szczegdtowej informaciji na temat niepetnosprawno-
sci. Rowniez realizacja wspomnianej powyzej Europejskiej Strategii w Sprawie
Niepetnosprawnosci 2010-2020 wymagac bedzie duzego zaangazowania insty-
tucji Unii Europejskiej i panstw cztonkowskich, co wyraza¢ ma sie nie tylko po-
przez odpowiednie wsparcie finansowe i podnoszenie swiadomosci spotecznej
na temat niepetnosprawnosci, ale rowniez poprzez gromadzenie odpowiednich
statystyk i danych oraz ich monitorowanie. Infrastruktura statystyczna w zakresie
niepetnosprawnosci stanowi zatem warunek sine qua non w procesie podejmo-
wania odpowiednich decyzji zwigzanych z tym zjawiskiem spotecznym.

Obecnie dostepne w Polsce zrédta danych na temat niepetnosprawnosci (ba-
dania reprezentacyjne czy spisy) pozwalajg uzyska¢ podstawowe informacje na
temat tego zjawiska jedynie na dos¢ duzym stopniu agregacji przestrzennej —
poziom kraju czy wojewddztwa. Pewne remedium stanowi¢ moze tutaj statysty-
ka matych obszaréw (SMO), dzieki ktérej mozliwa jest estymacja parametréw
dla bardziej szczegdtowych przekrojow terytorialnych czy odpowiednio zdefinio-
wanych domen (Rao, Molina, 2015).

Gtéwnym celem artykutu jest estymacja odsetka liczby osob niepetnospraw-
nych prawnie i biologicznie w przekroju powiatow wojewddztwa wielkopolskiego
i dla bardziej szczegdétowych domen — z uwzglednieniem wyksztatcenia i z wyko-
rzystaniem wybranych estymatoréw jakie oferuje SMO. Umozliwi to przestrzen-
ng ocene zjawiska niepetnosprawnosci na niepublikowanym do tej pory pozio-
mie szczegotowosci. Realizacji gtdéwnego celu podporzgdkowany zostat odpo-
wiedni ukfad prezentowanego artykutu.

W drugiej czesci artykutu omodwiono kluczowe badania reprezentacyjne,
w ktérych poruszana jest problematyka niepetnosprawnosci. Mimo, ze nie sg
one dedykowane scisle temu zjawisku, a innym obszarom badawczym takim jak
rynek pracy, ubéstwo czy budzety gospodarstw domowych, mozna w nich zna-
lez¢ informacje na temat oséb niepetnosprawnych.

W trzeciej czesci artykutu opisana zostata niepetnosprawnos$¢ w Swietle da-
nych zebranych w ramach NSP 2011. Przedstawiono najwazniejsze definicje
tego zjawiska, a takze wskazano przekroje, dla ktérych dostepne sg informacje
w NSP 2011 o osobach niepetnosprawnych. Dane pochodzgce z NSP 2011
postuzyly autorom do oszacowania odsetka liczby oséb niepetnosprawnych
prawnie i biologicznie w przekroju powiatéw wojewddztwa wielkopolskiego i dla
okreslonych kategorii wyksztatcenia.

W kolejnym, czwartym rozdziale, przedstawiono dotychczasowe doswiadcze-
nia z wykorzystania SMO w obszarze niepetnosprawnosci. Nastepnie — w roz-
dziale pigtym, opisano od strony teoretycznej najwazniejsze estymatory klasy
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SMO wykorzystane w artykule w procesie estymacji odsetka oséb niepetno-
sprawnych w wojewddztwie wielkopolskim dla domeny zdefiniowanej jako prze-
kroj powiatu i kategorii wyksztatcenia.

W ostatniej — szdstej czesci artykutu, opisano procedure badawczg, przed-
stawiono wyniki estymacji z wykorzystaniem wybranych estymatoréw klasy
SMO, a takze dokonano dyskusji zwigzanej z jakoscig uzyskanych szacunkow
oraz z przestrzennym zréznicowaniem badanego zjawiska. Artykut konczy pod-
sumowanie, w ktérym sformutowano najwazniejsze wnioski oraz wskazano dal-
sze kierunki prac badawczych.

2. NIEPEENOSPRAWNOSC W SWIETLE WYBRANYCH
BADAN REPREZENTACYJNYCH

Prowadzenie badan ankietowych przez Gtéwny Urzad Statystyczny w oparciu
metode reprezentacyjng jest nadal jednym z gtéwnych sposobéw pozyskiwania
informacji statystycznej w zakresie ksztattowania sie w kraju proceséw spotecz-
nych, demograficznych oraz gospodarczych. Dotyczy to réwniez zagadnien
zwigzanych z niepetnosprawnos$cia, ktére poddawane sag cyklicznej analizie
w ramach kilku badan reprezentacyjnych prowadzonych w resorcie statystyki.

Jednym z podstawowych zrédet statystycznych o osobach niepetnospraw-
nych na rynku pracy jest Badanie Aktywnosci Ekonomicznej Ludnosci (BAEL).
Gtéwnym celem badania jest pozyskanie informacji o osobach pracujgcych, bez-
robotnych oraz biernych zawodowo. Natomiast dodatkowo, w ramach prowadzo-
nego badania, zostata wyodrebniona zbiorowos¢ os6b niepetnosprawnych z ogé-
tu ludnosci w wieku 15 lat i wiecej, bazujgc na kryterium prawnym zdefiniowa-
nym w ustawie z dnia z dnia 27 sierpnia 1997 r. o rehabilitacji zawodowej i spo-
tecznej oraz zatrudnianiu oséb niepetnosprawnych (j. t. Dz. U. z 2011 r. Nr 127,
poz. 721, ze zm.). W ramach kwartalnej publikacji Aktywnos¢ Ekonomiczna
Ludno$ci Polski jeden z dziatéw tematycznych poswiecony jest analizie tej zbio-
rowosci. Znajdujg sie tam podstawowe informacje na poziomie kraju o osobach
niepetnosprawnych w podziale na pracujgcych, bezrobotnych i biernych zawo-
dowo oraz w dodatkowych przekrojach. Tablice zawierajg, miedzy innymi, infor-
macje o liczbie oséb niepetnosprawnych wedtug stopnia niepetnosprawnosci
(znaczny, umiarkowany, lekki stopien niepetnosprawnosci lub réwnowazny),
a takze wedtug typu gospodarstwa domowego czy tez wybranych cech demo-
graficznych (GUS, 2016a).

Kolejnym badaniem, w ktérym czes¢ pozyskiwanych informacji dotyczy row-
niez gospodarstw domowych z osobami niepetnosprawnymi wytgcznie prawnie,
jest Badanie Budzetow Gospodarstw Domowych (BBGD). Na podstawie tego
badania mozna uzyska¢ informacje o strukturze demograficzno-spotecznej go-
spodarstw domowych, tj. o liczbie, wieku, ptci, wyksztatceniu, niepetnosprawno-
Sci, aktywnosci ekonomicznej oséb wchodzacych w skfad badanego gospodar-
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stwa domowego (GUS, 2011). W ramach tego badania mozna takze uzyskac
coroczng informacje na poziomie kraju o przecietnym miesiecznym przychodzie
i rozchodzie na 1 osobe w gospodarstwach domowych z osobami niepetno-
sprawnymi. Podawane s3g réwniez informacje o przecietnym miesiecznym spo-
zyciu niektorych artykutdw zywnosciowych oraz wyposazeniu w niektore przed-
mioty trwatego uzytkowania w gospodarstwach domowych z osobami niepetno-
sprawnymi (GUS, 2016b).

Nastepnym badaniem reprezentacyjnym, w ktdorym mozna znalez¢ pewne
informacje, dotyczgce zbiorowosci oséb niepetnosprawnych biologicznie, jest
Europejskie Badanie Warunkéw Zycia Ludnosci (EU-SILC). W ramach wydawa-
nej w corocznym cyklu publikaciji pt. ,Dochody i Warunki Zycia Ludno$ci” mozna
znalez¢é miedzy innymi informacje o odsetku os6b niepeinosprawnych wedtug
kryterium niepetnosprawnosci biologicznej na poziomie kraju, w podziale na
pte¢, grupy wieku oraz miejsce zamieszkania (miasto/wies). Jest to jedyne ba-
danie na podstawie ktérego w cyklu corocznym pozyskujemy informacje o oso-
bach niepeinosprawnych biologicznie (GUS, 2017).

Kolejnym badaniem reprezentacyjnym przeprowadzonym metodg wywiadu
bezposredniego, ktére w swoim zakresie ujmuje zagadnienia z obszaru niepet-
nosprawnosci prawnej oraz biologicznej, jest Europejskie Ankietowe Badanie
Zdrowia (EHIS). Badanie to umozliwia dostarczenie szerokiego spektrum in-
formacji na poziomie kraju o zbiorowos$ci os6b niepetnosprawnych prawnie
i biologicznie, w tym miedzy innymi, wedtug stopnia niepetnosprawnosci oraz
poziomu wyksztatcenia i stanu cywilnego, a takze statusu na rynku pracy (GUS,
2016¢).

Jak wynika z dokonanego przeglgdu, cyklicznie prowadzone badania repre-
zentacyjne dostarczajg jedynie podstawowych informacji o osobach niepetno-
sprawnych na poziomie kraju. Najszerszy zakres danych o tym zjawisku mozna
znalez¢ we wspomnianym Europejskim Ankietowym Badaniu Zdrowia, ktére
realizowane jest jednak zaledwie co pie¢ lat.

3. NIEPEENOSPRAWNOSC W SWIETLE NSP 2011

Narodowy Spis Powszechny Ludnosci i Mieszkan w Polsce w 2011 roku doty-
czyt osob stale zamieszkatych (zameldowanych) na obszarze Polski bez wzgle-
du na fakt, czy te osoby przebywaty w kraju w czasie spisu czy tez byly za gra-
nicg oraz osob przebywajgcych czasowo. Spis byt przeprowadzony w budyn-
kach, mieszkaniach, obiektach zbiorowego zakwaterowania i innych zamieszka-
nych pomieszczeniach niebedgcych mieszkaniami.

W odrdznieniu od poprzednich edycji spis ten zostat przeprowadzony meto-
da mieszang, tzn. dane byly pozyskiwane ze zrédet administracyjnych (reje-
strow i systemow informacyjnych) oraz zbierane bezposrednio od ludno$ci
w ramach badania reprezentacyjnego, a takze tzw. badania petnego. Ponadto
przeprowadzone zostaty dwa petne badania obejmujgce osoby przebywajgce
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w obiektach zbiorowego zakwaterowania oraz osoby bezdomne. Zastosowane

rozwigzania miaty przede wszystkim na celu redukcje kosztéw spisu oraz

zmniejszenie obcigzenia os6b nim objetych, zachowujgc jednoczesnie dobrg
jakos¢ jego wynikow.

W badaniu petnym realizowanym drogg internetowa, a takze wykorzystujgc
informacje dostepne ze zrédet administracyjnych, pozyskano podstawowe dane
demograficzno-spoteczne i adresowe osob, ktére nie zostaty objete badaniem
reprezentacyjnym lub spisem w obiektach zbiorowego zakwaterowania bgdz tez
badaniem bezdomnych. Przeprowadzone w ramach NSP 2011 badanie repre-
zentacyjne dostarczyto danych, ktérych nie mozna byto pozyskaé z rejestrow
i systeméw informacyjnych. Badanie to zostato przeprowadzone na prébie loso-
wej okoto 20% mieszkan w skali kraju.

Zakres badania reprezentacyjnego w NSP 2011 uwzgledniat sze$s¢ duzych
obszardéw tematycznych: ludno$¢ i jej charakterystyka demograficzno-spoteczna,
aktywnos$¢ ekonomiczna, migracje wewnetrzne i zagraniczne ludnosci, narodo-
wos¢ i wyznanie, gospodarstwa domowe i rodziny oraz budynki i mieszkania.
W ramach tych obszaréw prowadzono réwniez bardziej szczegbétowe badania
odpowiednio zdefiniowanych zbiorowosci. Obszar ludnos¢ i jej charakterystyka
demograficzno-spoteczna obejmowat réwniez badanie zbiorowosci oséb niepet-
nosprawnych. Zgodnie z przyjetg w spisie definicjg osoba niepetnosprawna —
jest to taka osoba, ktéra posiada odpowiednie orzeczenie wydane przez organ
do tego uprawniony lub osoba, ktéra takiego orzeczenia nie posiada, lecz od-
czuwa ograniczenie sprawnosci w wykonywaniu czynnosci podstawowych dla
swojego wieku (zabawa, nauka, praca, samoobstuga).

Zgodnie z przyjeta definicjg zbiorowos¢ oséb niepetnosprawnych zostata po-
dzielona na dwie podstawowe grupy:

— osoby niepetnosprawne prawnie, tj. takie, ktére posiadaty odpowiednie, aktu-
alne orzeczenie wydane przez organ do tego uprawniony;

— osoby niepetnosprawne tylko biologicznie, tj. takie, ktére nie posiadaty orze-
czenia, ale miaty (odczuwaty) catkowicie lub powaznie ograniczong zdolno$¢
do wykonywania czynnosci podstawowych stosownie do swojego wieku (GUS,
2012).

Zgromadzony zakres danych i przyjeta metodologia badania pozwala dostar-
czy¢ informacji o liczbie os6b niepetnosprawnych prawnie i biologicznie w po-
dziale na pte¢, ekonomiczne grupy wieku, a takze stopieh niepetnosprawnosci
do mozliwie najnizszego poziomu agregacji przestrzennej jakim byt powiat. Jed-
nak wprowadzenie dodatkowych przekrojéw demograficzno-spotecznych, w tym
podziatu tej zbiorowosci ze wzgledu na poziom wyksztatcenia, ze wzgledu na
zbyt matg liczebnos¢ proby obarczone jest zbyt duzym btedem szacunku. Dlate-
go tez zasadnym wydaje sie wprowadzenie narzedzi jakimi dysponuje statystyka
matych obszaréw w celu przeprowadzenia bardziej pogtebionych analiz tego
zjawiska, czemu poswiecone jest niniejsze opracowanie.
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4. DOSWIADCZENIA Z WYKORZYSTANIA SMO
W OBSZARZE NIEPELNOSPRAWNOSCI

Potrzeby informacyjne odnoszgce sie do aktualnych i dokfadnych danych
w bardzo szczegdtowych przekrojach oraz na niskim poziomie agregacji prze-
strzennej zgtaszane sg przez réznego rodzaju instytucje, wtadze rzgdowe oraz
lokalne. Dotyczy to w sposob szczegdlny tematyki niepetnosprawnosci. Kom-
pleksowa informacja na temat tego bardzo waznego zjawiska spotecznego
umozliwitaby odpowiednim instytucjom i witadzom poszczegdinych szczebli po-
dziatu terytorialnego kraju podejmowanie wtasciwych decyzji zwigzanych m.in.
z alokacjg srodkéw na pomoc osobom niepethosprawnym czy z odpowiednimi
zmianami dotyczgcymi rynku pracy wspierajgcymi zatrudnianie oséb niepetno-
sprawnych. Jak to zostato wskazane w punkcie 2. i 3. niniejszego artykutu, ba-
dania prowadzone przez stuzby statystyki publicznej w Polsce dostarczajg tego
typu danych, jednak na do$¢ wysokim poziomie agregacji przestrzennej bgdz
dla niezbyt szczegdtowych domen. Podejmowanie wiasciwych decyzji wymaga
jednak na ogo6t informacji szczegétowych na poziomie powiatu a nawet gminy
i dla wasko okreslonych domen (przyktadowo w przekroju pici, grup wieku i wy-
ksztatcenia).

Wiekszos¢ badan reprezentacyjnych, w ktérych poruszana jest problematyka
niepetnosprawnosci, projektowana jest tak, aby dostarczyé podstawowych sza-
cunkéw na poziomie krajowym, ewentualnie regionalnym, z akceptowalng pre-
cyzjg szacunku przy wykorzystaniu estymatora bezposredniego. Jednoczes$nie
obserwowana tendencja zwigzana ze zmniejszaniem kosztoéw badan i obcigzen
respondentéw dodatkowo utrudnia prowadzenie duzych badan reprezentacyj-
nych zapewniajgcych odpowiednig liczebno$¢ préby i wynikajgcg z niej akcep-
towalng precyzje szacunku dla bardziej szczegétowych przekrojow. Gdy liczeb-
nos¢ préby jest zbyt mata w odpowiednich przekrojach dokonuje sie szacunkéw
jedynie na wyzszych poziomach agregacji przestrzennej z wykorzystaniem es-
tymatorow znanych z klasycznej metody reprezentacyjnej — przede wszystkim
stosujgc tzw. estymator Horvitza-Thompsona, zwany rowniez bezposrednim.
Niestety, w przypadku bardzo matej liczebnosci proby, estymatory bezposrednie
charakteryzujg sie niskg precyzjg szacunku (duza wariancja). Co wiecej, w przy-
padku gdy jaki$ przekréj nie jest reprezentowany w probie, nie jest mozliwe wy-
korzystanie tego estymatora.

Wychodzac naprzeciw potrzebom odbiorcéw informaciji statystycznej dedyko-
wanej niepetnosprawnosci mozna jednak dokonywaé szacunkéw z akceptowal-
ng precyzjg w domenach, ktére nie sg w ogdle reprezentowane w probie
(tzw. proba zerowa) bgdz sg reprezentowane jedynie przez niewielkg liczbe
jednostek. Remedium na niewielka liczebnosé proby w wyréznionych domenach
i niskg precyzje szacunkoéw estymatora bezposredniego stanowi dynamicznie
rozwijajgca sie gatgz statystyki tzw. statystyka matych obszaréw. Metody jakie
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oferuje statystyka matych obszaréw sg obecnie powszechnie wykorzystywane
w wielu dziedzinach. Warto wspomnie¢ chociazby o zastosowaniu estymatoréow
klasy SMO w badaniu ubdstwa, w badaniach rolnych, z zakresu rynku pracy czy
demografii przedsiebiorstw (Dehnel, 2010; Gotata, 2004; Marchetti i inni, 2018;
Szymkowiak i inni, 2017).

Réwniez w zakresie niepetnosprawnos$ci mozna znalez¢ wiele praktycznych
zastosowan statystyki matych obszaréw. Jak podaje Zadto (2015), jednym
z pierwszych zastosowan statystyki matych obszaréw w statystyce publicznej
byto badanie niepetnosprawnosci w ramach tzw. Health Interview Survey, ktore
przeprowadzone zostato w 1968 roku przez National Center for Health Statistics
w USA. Takze Australijski Urzad Statystyczny (ang. Australian Bureau of Stati-
stics) wykorzystuje wybrane techniki jakie oferuje SMO w kontekscie badan nad
niepetnosprawnoscig (Elazar, Conn, 2004). Na potrzeby estymacji liczby oséb
niepetnosprawnych wykorzystywane sg w Australii proste estymatory syntetycz-
ne oraz bardziej ztozone uogdlnione modele liniowe bazujgce na rozktadzie
Poissona czy Bernoulliego.

Bardzo ciekawg aplikacje przygotowang w programie R z wykorzystaniem
pakietu Shiny dedykowanemu tworzeniu interaktywnych stron internetowych
z wizualizacjg wynikow poswieconych zjawisku niepetnosprawnosci stworzyt
Urzad Statystyczny Nowej Zelandii®. Korzystajac z metod jakie oferuje statystyka
matych obszardw i tgczac dane pochodzace z dwéch badanh: Badania Niepetno-
sprawnosci w Gospodarstwach Domowych 2013 (ang. Household Disability
Survey) oraz Spisu Powszechnego 2013 dokonat on szacunku odsetka i liczby
0s6b niepetnosprawnych w bardzo szczegdtowych przekrojach, dla ktérych tra-
dycyjne estymatory charakteryzowaty sie zbyt niskg precyzjg szacunkéw. Osza-
cowania, ktore powstaty z wykorzystaniem estymatoréw klasy SMO, prezento-
wane sg w przekroju piecioletnich grup wieku, regionu oraz rodzaju niepetno-
sprawnosci w zakresie stuchu, wzroku, umystu czy ciata.

Ciekawe zastosowanie hierarchicznych modeli klas ukrytych dla matych ob-
szaréw w kontekscie szacowania liczby oséb niepetnosprawnych przedstawili
Fabrizi i inni (2015). Autorzy rozwazajg problem estymacji liczby oséb niepetno-
sprawnych we Wioszech z wykorzystaniem danych pochodzacych z badania
reprezentacyjnego Health Conditions and Appeal to Medicare oraz odpowied-
nich danych z rejestréw administracyjnych (w charakterze zmiennych pomocni-
czych). W badaniu tym zjawisko niepetnosprawnosci jest mierzone posrednio
poprzez wykorzystanie zmiennych, kitére opisujg zdolnos¢ osoby do wykonywa-
nia codziennych zadan i czynnosci. Co wiecej, badanie to jest w taki sposéb
zaprojektowane, aby dostarcza¢ wiarygodnych szacunkéw na wysokim poziomie
agregacji przestrzennej tj. regionéw. Oszacowanie liczby oséb niepetnospraw-
nych, jak wskazujg autorzy, dla bardziej szczegétowych domen z wykorzysta-

5 Strona dostepna pod linkiem https:/statisticsnz.shinyapps.io/Disability/.
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niem klasycznych metod estymacji obarczone jest zbyt duzym btedem. Ze
wzgledu na mate liczebnosci préby w bardziej szczegotowo zdefiniowanych
domenach® a takze na fakt, Ze zmienna celu (niepetnosprawnosé) nie jest bez-
posrednio mierzona w badaniu, proponujg wykorzystanie bayesowskich hierar-
chicznych modeli klas ukrytych dla matych obszaréw celem estymaciji liczby
0s0b niepetnosprawnych.

W polskiej literaturze z zakresu statystyki matych obszaréw kwestia niepetno-
sprawnosci nie byta do tej pory szeroko analizowana (Dehnel, Klimanek, 2016,
czy Klimanek, 2017). W wielu pracach poswieconych zastosowaniom estymacji
posredniej uwaga skupiona byta raczej na takich obszarach badawczych jak
ubdstwo (Urzad Statystyczny w Poznaniu 2013; Marchetti i inni, 2018; Szymko-
wiak i inni, 2017), rynek pracy (Gotata, 2004; Jézefowski, Szymkowiak, 2013)
czy statystyka przedsiebiorstw (Dehnel, 2010). Impuls do podjecia prac badaw-
czych zwigzanych z zastosowaniem metod statystyki matych obszaréw w nie-
petnosprawno$ci stanowit zatem brak kompleksowych opracowan w tym zakre-
sie. Pierwsze wyniki dyskutowane byly na miedzynarodowych konferencjach
naukowych (Jozefowski i inni 2016; Szymkowiak i inni, 2016). Podjecie prac
poswieconych kwestii niepetnosprawnosci, z wykorzystaniem metod jakie oferu-
je statystyka matych obszaréw, przez polskie srodowisko naukowe byto zatem
konsekwencjg duzego popytu na informacje odnosnie tego zjawiska spoteczne-
go na niskich poziomach agregacji przestrzennej. Dotychczasowa infrastruktura
statystyczna w tym zakresie byta bowiem stosunkowo skromna.

W artykule autorzy skupili swojg uwage na estymacji odsetka oséb niepetno-
sprawnych w przekroju powiatow wojewddztwa wielkopolskiego i dla bardziej
szczegbtowych domen — z uwzglednieniem wyksztatcenia tj. na niepublikowa-
nym do tej pory poziomie szczegotowosci. Wykorzystali w tym celu dane pocho-
dzace z NSP 2011 i wybrane estymatory klasy SMO. W dalszej czesci artykutu
opisane zostaty od strony teoretycznej rozwazane estymatory. W czesci empi-
rycznej przedstawione zostaty z kolei najwazniejsze wyniki z przeprowadzonych
prac badawczych.

5. WYBRANE METODY ESTYMACJI POSREDNIEJ

Na potrzeby estymacji odsetka oséb niepetnosprawnych w przekroju powia-
téw wojewddztwa wielkopolskiego i odpowiednich kategorii wyksztatcenia wy-
branych zostato sze$¢ réznych estymatoréw klasy SMO. Skorzystano przy tym
z estymatorow, ktore byty przedmiotem rozwazah w ramach projektu Eurarea
(ONS, 2004): estymator bezposredni, GREG, estymator syntetyczny typu A,
estymator syntetyczny typu B, EBLUP typu A oraz EBLUP typu B. W projekcie

6 Oszacowania liczby oséb niepetnosprawnych autorzy dokonujg w przekroju obszaréw okresla-
nych mianem ,health districts” w liczbie 12 oraz 3 grup wieku: 50-64, 65-74 i 75+.
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tym przedstawiono konstrukcje estymatoréw réznego typu dla parametru beda-
cego $rednig w domenie’. Kompleksowy opis wszystkich estymatoréw statystyki
matych obszaréw, rowniez z uwzglednieniem szeéciu wzietych do dalszej anali-
zy, mozna znalez¢ w monografii Rao, Molina (2015).

Estymator bezposredni — Horvitza-Thompsona

Zatézmy, ze s oznacza probe wylosowang z populacji U, a s; czes$¢ proby,
ktéra nalezy do domeny d. Niech n; oznacza liczebnos$¢ préby w domenie d
a N, liczebnos¢ populacji w domenie d. Estymator Horvitza-Thompsona warto-
8ci Sredniej stanowi jeden z podstawowych estymatoréw wykorzystywanych
przez krajowe urzedy statystyczne w procesie estymaciji i wyraza sie wzorem:

2 = 1
Yy = yiT = . Z WiaYid (1)

i€sq

gdzie ?;’T oznacza oszacowanie sredniej wartosci zmiennej y w domenie d, y;4
to wartos¢ zmiennej y w domenie d dla i-tej jednostki badania, w;; to waga
wynikajgca z planu losowania proby dla i-tej jednostki w domenie d a N; =
= Yies, Wia- Estymator ten jest nieobcigzony oraz bardzo prosty w zastosowaniu.
Nie jest bowiem w jego przypadku wykorzystywana zadna informacja spoza
préby w charakterze zmiennych pomocniczych. Jego wadg jest natomiast to, ze
w przypadku domen, ktére sg reprezentowane w prébie przez niewielkg liczbe
jednostek charakteryzuje sie mata efektywnoscig. W przypadku gdy dana do-
mena nie jest w ogdle reprezentowana przez zadng jednostke (proba zerowa)
nie jest mozliwe oszacowanie wartosci sredniej zmiennej y w tej domenie.

Uogdliniony estymator regresyjny — GREG

Kolejnym rozpatrywanym estymatorem jest tzw. uogdlniony estymator regre-
syjny GREG. Jest on dosy¢ czesto wykorzystywany w badaniach probkowych
przez krajowe urzedy statystyczne. Stanowi on szczegdlny przypadek tzw. es-
tymatora kalibracyjnego. Wyraza sie on nastepujgcym wzorem:

T

- - 1 v 1 5
Y =y = IV_Z WiaVia + | Xaq — IV_Z WigXia | B, ()
d d

i€Esq i€sq

gdzie X, = (X441, ...,)?d,p)T jest wektorem ztozonym z p $rednich warto$ci zmien-
nych pomocniczych, X;; = (x;q1, ...,xl-d‘p)Tjest wektorem ztozonym z jednostko-

"W artykule opisany jest problem estymacji odsetka oséb niepetnosprawnych w odpowiednio zde-
finiowanej domenie. Dla zmiennej binarnej przyjmujacej dwa warianty: 1 — osoba niepetnosprawna,
0 — w przeciwnym wypadku, estymacja $redniej jest rownoznaczna z estymacjg odsetka jednostek
ze wzgledu na wyrézniong ceche.
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wych obserwacji p zmiennych pomocniczych, a B = (T, widxidxfd)_l
Yiesy WiaXia Yia Jest wektorem oszacowan wspotczynnikow regresiji liniowej otrzy-
manych wazong metodg najmniejszych kwadratow. GREG nie jest estymatorem
nieobcigzonym, ale jego obcigzenie maleje wraz ze wzrostem liczebno$ci proby
W szacowanym przekroju.

Estymatory syntetyczne

W procesie estymacji wykorzystano réwniez dwa estymatory syntetyczne typu
A i B w zaleznosci od rodzaju modelu, ktéry wykorzystany zostat w ich konstrukcji.
Estymator syntetyczny typu A wyraza sie nastepujgcym wzorem:

73 = Y;yntA _ )—(Zﬁind 3)

przy zatozeniu liniowego dwupoziomowego modelu dla danych indywidualnych
postaci y;; = X,B + uq + e;q, gdzie uy~iidN(0,02), e;q~iidN(0,02), przy czym
o2 oraz 2 oznaczajg odpowiednio wariancje skifadnika resztowego u, na pozio-
mie obszaru i wariancje skladnika resztowego e;; ha poziomie jednostki obserwa-
cji. Parametry te sg zazwyczaj nieznane i nalezy je oszacowaé metodg najwiek-
szej wiarogodnosci z ograniczeniami (ang. Restricted Maximum Likelihood Met-
hod — REML). Wektor parametrow B w powyzszym modelu jest szacowany wazo-
ng metodg najmniejszych kwadratéw, a jego estymator wyraza sie wzorem:

-1
B = (Z X5V21Xd> (Z ngal)’d) (4)

d da

przy czym x, jest (n; X p) — wymiarowag macierzg ztozong z p wartosci zmiennych
pomocniczych w domenie d, y,; jest (ng; X 1) — wymiarowym wektorem ztozonym
z wartosci zmiennej objasnianej y w domenie d. V, jest natomiast oszacowang
macierzg wariancji-kowarianciji, ktérg mozna wyrazi¢ nastepujgcym wzorem:

?d = 6—6211’1,1 + 613111(11;1‘1' (5)

gdzie I,,, oznacza macierz jednostkowg o wymiarach (n; X ng) a 1, jest (ng X 1)
— wymiarowym wektorem ztozonym z samych 1, 62 oraz 62 sg z kolei oszacowa-
niami nieznanych wariancji 62 i o2 odpowiednio.

Estymator syntetyczny typu B wyraza sie z kolei nastepujgcym wzorem:

Y@ = Y;‘yntB — )_(ZBobszar (6)

przy zatozeniu liniowego modelu dla zmiennych pomocniczych na poziomie ob-
— 2

szaru postaci y; = X8 + uy + &4, gdzie ug + é;~iidN (O, o2+ Z—E) Wektor para-
d

metréw B w powyzszym modelu jest szacowany wazong metodg najmniejszych
kwadratéw i jego estymator wyraza sie wzorem:
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-1
povszar = (Z XgV?ii) (Z Xg??i’d)- (7)
a a

Empiryczne najlepsze liniowe nieobciazone predyktory — EBLUP

W artykule na potrzeby estymacji odsetka osdb niepetnosprawnych wzieto
réwniez pod uwage dwa empiryczne najlepsze liniowe nieobcigzone predyktory
— EBLUP (ang. Empirical Best Linear Unbiased Predictor) postaci:

?(5) — ?dEBLUPA — WgBLUPA?dGreg +(1- WgBLUPA))?dSyntA, (8)
przy czym:
Wg,‘BLUPA — 63&2 ©)
6% +32
oraz
?(6) — ?dEBLUPB — WgBLUPB?;IT +(1- WgBLUPB)?;yntB’ (10)
gdzie:
wpprore =i (11)
6% +52

Estymatory typu EBLUP sg zatem kombinacjami liniowymi odpowiednich es-
tymatoroéw syntetycznych oraz bezposrednich.

Jako miare oceny jakosci precyzji wszystkich szesciu wzietych pod uwage
estymatorow przyjeto sredni wzgledny btad szacunku CV. Jest to wzgledna mia-
ra jakosci szacunku wykorzystujgca w swej konstrukcji btgd Sredniokwadratowy
— MSE (ang. Mean Squared Error). Wyraza sie ona nastepujgcym wzorem:

JMSE
CVd =A—d. (12)

Yy

Miara ta opisuje jaki jest udziat bfedu estymacji w wartosci szacowanej
zmiennej na poziomie domeny d. Zgodnie z wytycznymi, jakie przyjmuje Gtéwny
Urzad Statystyczny podczas publikowania wynikow z badania reprezentacyjne-
go, oszacowania, dla ktérych CV < 10% mozna uzna¢ za wiarygodne. W odnie-
sieniu do oszacowan, dla ktérych CV przyjmuje wartosci z przedziatu 10-20%,



460 Przeglad Statystyczny, tom LXV, zeszyt 4, 2018

nalezy interpretowac je ze szczegdlng ostroznoscia. Z kolei do oszacowan, dla
ktorych CV > 20%, nalezy podchodzi¢ sceptycznie i powinny by¢ one tylko pu-
blikowane w postaci zagregowanej (GUS, 2013).

Kluczowg sprawg w wyznaczeniu $redniego wzglednego btedu szacunku CV
odgrywa sposéb oszacowania MSE. Szczegdtowe rozwazania na temat bteddw
Sredniokwadratowych estymatoréw rozpatrywanych w artykule na potrzeby es-
tymacji odsetka osdb niepetnosprawnych mozna znalez¢ w dokumentac;ji projek-
tu Eurarea (ONS, 2004).

6. ESTYMACJA POSREDNIA LICZBY OSOB NIEPELNOSPRAWNYCH
W WOJEWODZTWIE WIELKOPOLSKIM W PRZEKROJU
WYBRANYCH DOMEN

Jak to zostato wspomniane we wprowadzeniu do niniejszego artykutu, celem
przeprowadzonego postepowania badawczego byta estymacja odsetka oséb
niepetnosprawnych wedtug poziomu wyksztatcenia w przekroju powiatow woje-
wodztwa wielkopolskiego z wykorzystaniem wybranych estymatoréw jakie oferu-
je SMO. Zatozono ponadto, ze uzyskane oszacowania odsetka oséb niepetno-
sprawnych weditug poziomu wyksztatcenia umozliwig zweryfikowanie sformuto-
wanych dwoch hipotez badawczych. Pierwsza z nich glosi, ze estymacja po-
srednia dla zdefiniowanych w niniejszym artykule domen charakteryzuje sie
lepszg precyzjg szacunku niz estymacja oparta na podejsciu Horvitza-Thomp-
sona. Druga hipoteza ma charakter poznawczy i stanowi, ze przestrzenny roz-
ktad odsetka osdb niepetnosprawnych prawnie i biologicznie w domenach zdefi-
niowanych jako przekrdj powiatu i poziomu wyksztatcenia na obszarze woje-
wodztwa wielkopolskiego nie jest rGwnomierny.

W celu weryfikacji postawionych hipotez i osiggniecia zatozonego celu badaw-
czego wykorzystano dane z NSP 2011, przy czym na etapie ich przygotowania
ograniczono populacje do oséb w wieku 15 lat i wiecej oraz tych, ktérzy w spisie
2011 zostali spisani w ramach badania reprezentacyjnego, tzn. mieli przypisang
tzw. wage z losowania®. Wyodrebniono takze subpopulacje 0sob niepetnospraw-
nych jednoczesnie biologicznie i prawnie, ktéra byta przedmiotem zainteresowania
w procedurze badawczej. Ponadto przeksztatcono wyjsciowg kategoryzacje po-
zioméw wyksztatcenia na nowa, sktadajgcy sie z czterech grup: oséb z wyksztat-
ceniem wyzszym, oséb z wyksztatceniem policealnym, $rednim zawodowym
i Srednim ogodlnoksztatcacym, 0sob z wyksztatceniem zasadniczym zawodowym

8 Narodowy Spis Powszechny Ludnosci i Mieszkan — NSP 2011, jak to zostato wcze$niej zasygna-
lizowane, to badanie, w ktérym po raz pierwszy w historii polskiej statystyki publicznej zostata zasto-
sowana tzw. metoda mieszana, tzn. wykorzystano dane pochodzace ze zrédet administracyjnych,
a takze dane zbierane od ludnos$ci w ramach przeprowadzonego na szeroka skale badania repre-
zentacyjnego (np. dotyczgce stanu cywilnego faktycznego), w ktérym liczebnosé préby byta okreslo-
na na poziomie 20% mieszkan dla Polski.
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oraz 0sob z wyksztatceniem podstawowym ukonczonym, podstawowym nieukon-

czonym, a takze bez wyksztatcenia. Ostatecznie zbior dla wojewddztwa wielko-

polskiego liczyt 655 381 oséb i oprécz zmiennej binarnej, ktéra byta gtdwnym
przedmiotem zainteresowan badawczych, okre$lonej jako BIOLIPRAW?®, zawierat
nastepujgce charakterystyki oséb:

— domene — zmienng utworzong jako kombinacja kodu powiatu i kodu wyksztat-
cenia,

— fakt posiadania orzeczenia o niepetnosprawno$ci wydanego przez organ do
tego uprawniony, czyli zmienng binarng okreslajgca, tzw. niepetnosprawnosé
prawna,

— pte¢ (mezczyzna, kobieta),

— miejscowos¢ faktycznego zamieszkania (w podziale na miasto i wies),

— wyksztatcenie,

— identyfikatory piecioletnich grup wieku (jako zestaw zmiennych binarnych),

— wage z losowania.

W nastepnej kolejnosci korzystajgc z sekwencyjnej metody doboru zmiennych
objasniajgcych do modelu — regresji krokowej (procedura PROC REG w progra-
mie SAS z wykorzystaniem opcji selection=stepwise), dokonano redukcji wyjscio-
wego zbioru zmiennych objasniajgcych. Nalezy przy tym dodaé, ze procedura ta
zostata przeprowadzona na danych zagregowanych do poziomu domen, dla kto-
rych wyznaczono srednie dla zdychotomizowanych wariantéw wymienionych po-
wyzej zmiennych. Ostatecznie w estymacji posredniej opartej na modelach (jed-
nostkowych i obszarowych) znalazty sie nastepujgce zmienne pomocnicze:

— pte¢ (jako zmienna zerojedynkowa: 1 — mezczyzna, 0 — kobieta),

— miejscowos$¢ faktycznego zamieszania (jako zmienna zerojedynkowa: 1 — mia-
sto, 0 — wie$),

— fakt bycia osobg niepetnosprawng prawnie (jako zmienna zerojedynkowa:
1 — osoba niepetnosprawna prawnie, 0 — osoba niebedaca niepetnosprawna
prawnie),

— fakt bycia osobg przynalezgcg do odpowiedniej grupy wiekowej (jako zmienna
zerojedynkowa: 1 — osoba w wieku 25-34, 0 — osoba w innym wieku),

— fakt bycia osobg przynalezgcg do odpowiedniej grupy wiekowej (jako zmienna
zerojedynkowa: 1 — osoba w wieku 70 lat i wiecej, 0 — osoba w innym wieku).
Tak jak wspomniano, w celu wyznaczenia ocen estymatorow oraz ich precyzji

wykorzystano oprogramowanie projektu EURAREA'. Zamieszczone ponizej

kartogramy (rysunek 1 — rysunek 4) prezentujg ksztattowanie sie oszacowan
odsetka osob niepetnosprawnych prawnie i biologicznie w uktadzie powiatow

® Zmienna BIOLIPRAW przyjmowata warto$¢ 1, kiedy osoba nalezata do populacji 0s6b niepetno-
sprawnych jednoczes$nie biologicznie i prawnie oraz warto$é 0 w przeciwnym wypadku.

0 Kody jezyka 4GL programu SAS wykorzystane w artykule sg do pobrania na stronie internetowej pod
linkiem http://webarchive.nationalarchives.gov.uk/20160128190222/http://www.ons.gov.uk/ons/guide-
method/method-quality/general-methodology/spatial-analysis-and-modelling/eurarea/index.html.
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wojewoddztwa wielkopolskiego dla poszczegdinych kategorii wyksztatcenia uzy-
skanych z wykorzystaniem oméwionych powyzej estymatoréow. Celem petniej-
szego przedstawienia wynikébw zamieszczono réwniez w formie tabelarycznej
najwazniejsze statystyki opisowe uzyskanych oszacowan (por. tabela 1).

Zastosowane w kartogramach i w tabelach skréty nazw estymatoréow sg na-

stepujgce:

— HT — estymator bezposredni — Horvitza Thompsona, opisany wzorem (1),

— GREG - uogolniony estymator regresyjny, opisany wzorem (2),

— SYNTA — estymator syntetyczny typu A, opisany wzorem (3),

— SYNTB - estymator syntetyczny typu B, opisany wzorem (6),

— EBLUPA — najlepszy liniowy nieobcigzony predyktor typu A, opisany wzorem

(8),

— EBLUPB - najlepszy liniowy nieobcigzony predyktor typu B, opisany wzorem

(10).

Odsetek oso6b niepetnosprawnych prawnie i biologicznie z wyksztatceniem
wyzszym w 0golnej liczbie ludnosci powiatéw woj. wielkopolskiego w wieku 15 lat
i wiecej waha sie od 1,4% do 6,7% w zaleznosci od zastosowanego estymatora
(por. rysunek 1 i tabela 1). Podkresli¢ natomiast nalezy, ze obraz tego zjawiska,
uzyskany za pomocg réznych podejsé, jest bardzo podobny. Wspotczynnik kore-
lacji miedzy ocenami estymatora bezposredniego i tych wspomaganych albo opar-
tych na modelu waha sie od 0,946 w przypadku estymatora SYNTHA do wartosci
bliskiej 1 w przypadku estymatora GREG.

TABELA 1. WYBRANE STATYSTYK| OPISOWE OSZACOWAN ODSETKA OSOB
NIEPELNOSPRAWNYCH PRAWNIE | BIOLOGICZNIE W LICZBIE LUDNOSCI |
POWIATOW WOJ. WIELKOPOLSKIEGO W WIEKU 15 LAT | WIECEJ W ZALEZNOSCI
OD WYKSZTALCENIA | ESTYMATORA

Estymator Wyksztatcenie Min Max x Sy Q1 Q Qs

Wyzsze 1,52 5,87| 342| 1,06| 2,71| 3,52 4,03

Policealne i $rednie 3,83| 11,88| 7,35 187| 586| 7,16 8,55

HT Zasadnicze zawodowe 6,40| 16,56 | 10,21 | 2,30| 8,65| 10,16| 11,30
Podstawowe i brak 6,64 | 16,37 | 11,03| 2,51| 8,89| 10,56 | 12,94

Wyzsze 1,52| 5,87 342| 1,06| 2,71| 3,52 4,03

GREG Policealne i $rednie 3,83| 11,88 7,35| 1,87| 586| 7,16 8,55
Zasadnicze zawodowe 6,40| 16,56 | 10,21| 2,30| 8,65| 10,16| 11,30

Podstawowe i brak 6,64 | 16,37 | 11,03| 2,51| 8,89| 10,56 | 12,94

Wyzsze 1,72 6,68| 3,71 1,31 2,64| 3,68 4,41

S Policealne i srednie 3,88| 12,70| 7,54| 2,18| 576| 7,23 9,23
YNTA Zasadnicze zawodowe 6,36 | 16,24 | 10,17 | 2,45| 8,38| 9,57| 12,22
Podstawowe i brak 6,29| 16,72 | 10,64 | 261| 8,76 9,93| 12,10

Wyzsze 1,38| 5,99 3,34| 1,28| 2,30| 3,25 4,02

SYNTB Policealne i $rednie 3,84| 12,35| 7,33| 2,06| 554| 6,98 8,86
Zasadnicze zawodowe 6,58 | 16,02 | 10,24| 2,30| 8,65| 9,67| 12,16

Podstawowe i brak 6,73| 16,52 | 11,00 2,38| 9,29 10,24 | 12,34
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TABELA 1. WYBRANE STATYSTYKI OPISOWE OSZACOWAN ODSETKA OSOB
NIEPELNOSPRAWNYCH PRAWNIE | BIOLOGICZNIE W LICZBIE LUDNOSCI

POWIATOW WOJ. WIELKOPOLSKIEGO W WIEKU 15 LAT | WIECEJ W ZALEZNOSCI

OD WYKSZTALCENIA | ESTYMATORA (dok.)

Estymator Wyksztatcenie Min Max x Sy Q1 Q Qs
Wyzsze 1,57 5,93 349| 1,11| 264| 3,54 4,14
EBLUPA Policealne i $rednie 3,85| 11,95| 7,37 190| 584| 7,14 8,62
Zasadnicze zawodowe 6,39| 16,51 | 10,21| 2,31| 8,66 10,11 | 11,30
Podstawowe i brak 6,63| 16,42| 10,99 | 2,52| 8,89| 10,48| 12,86
Wyzsze 1,38 5,99 3,34| 1,28| 2,30| 3,25 4,02
EBLUPB Policealne i $rednie 3,84| 12,35| 7,33| 2,06| 554| 6,98 8,86
Zasadnicze zawodowe 6,58 | 16,02 | 10,24| 2,30| 8,65| 9,67| 12,16
Podstawowe i brak 6,73| 16,52 | 11,00 2,38| 9,29 10,24 | 12,34

Zrédto: opracowanie wiasne.

Najwigkszy udziat os6b niepetnosprawnych prawnie i biologicznie z wyksztat-
ceniem wyzszym wystepuje w powiatach grodzkich: Leszno i Konin oraz w po-
wiecie wolsztyriskim, natomiast najmniejszym udziatem takich oséb charaktery-

zujg sie powiaty kepinski, kaliski oraz poznanski.

Rysunek 1. Udziat oséb niepetnosprawnych prawnie i biologicznie

z wyksztatceniem wyzszym w liczbie ludnosci

powiatéw woj. wielkopolskiego w wieku 15 lat i wiecej

HT

GREG

SYNTA

SYNTB

EBLUPA

EBLUPB

Zrédio: opracowanie wiasne.

Odsetek niepeinosprawnych

prawnie i biologicznie (w %)

2 3 4 5 &
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Stopien zgodno$ci miedzy oszacowaniami odsetka oséb niepetnosprawnych
prawnie i biologicznie z wyksztatceniem policealnym i Srednim w liczbie ludno$ci
powiatow woj. wielkopolskiego w wieku 15 lat uzyskanymi za pomocg estymaciji
typu Horvitza-Thompsona, a pozostatymi rozwazanymi estymatorami, mierzony
wspotczynnikiem korelacji liniowej, jest na podobnym poziomie jak w przypadku
wyksztatcenia wyzszego i waha sie od 0,963 do wartosci bardzo bliskich 1. Na-
lezy przy tym zauwazyé, ze zarowno poziom badanego zjawiska, w przypadku
tej kategorii wyksztatcenia, jak i jego zréznicowanie, sg znacznie wyzsze (por.
rysunek 2 i tabela 1). Najwiekszy udziat oséb niepetnosprawnych prawnie i bio-
logicznie z wyksztatceniem policealnym i sSrednim wystepuje w powiatach grodz-
kich: miasto Konin, miasto Leszno oraz w powiecie wrzesinskim — od 10,6% do
niecatych 12%, natomiast najmniejszym udziatem takich osob charakteryzujg sie
powiaty gostynski i kaliski — okoto 4%.

Rysunek 2. Udziat oséb niepetnosprawnych prawnie i biologicznie
z wyksztatceniem policealnym i Srednim w liczbie ludnosci
powiatéw woj. wielkopolskiego w wieku 15 lat i wiecej

HT GREG SYNTA

SYNTB EBLUPA EBLUPB

Qdsetek niepeinosprawnych “

prawnie i biologicznie (W %) 4 & 5 1g 12

Zrédio: opracowanie wiasne.
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Zdecydowanie najwiekszy udziat oséb niepetnosprawnych prawnie i biologicz-
nie w liczbie ludnosci powiatéw woj. wielkopolskiego w wieku 15 lat i wiecej doty-
czy pozostatych dwdch kategorii wyksztatcenia, tzn. zasadniczego zawodowego
(por. rysunek 3 i tabela 1) oraz podstawowego, nieukonczonego podstawowego
i 0s6b bez wyksztatcenia (por. rysunek 4 i tabela 1). W przypadku wyksztatcenia
zasadniczego zawodowego udziat ten waha sie od nieco ponad 6% w powiatach
gostynskim i kaliskim, do ponad 16% w Lesznie. W przypadku ostatniej kategorii
wyksztatcenia udziat ten ksztattuje sie podobnie od nieco ponad 6% w Poznaniu
(w powiecie grodzkim) do ponad 16% w powiecie grodziskim. Podobnie jak
w przypadku wczesniej omawianych kategorii wyksztatcenia wystepuje duza
zgodnos¢ uzyskiwanych ocen estymatora bezposredniego oraz estymatorow
wspomaganych modelem i opartych na modelu. Odpowiednie wspdtczynniki kore-
lacji liniowej uzyskujg wartosci przekraczajgce 0,96.

Rysunek 3. Udziat oséb niepetnosprawnych prawnie i biologicznie
z wyksztatceniem zasadniczym zawodowym w liczbie ludnosci
powiatéw woj. wielkopolskiego w wieku 15 lat i wiecej

HT GREG SYNTA

SYNTB EBLUPA EBLUPB

QOdsetek niepetnosprawnych “

prawnie i biologicznie (w %) 3 10 12 14 16

Zrédto: opracowanie wiasne.
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Rysunek 4. Udziat os6b niepetnosprawnych prawnie i biologicznie
z wyksztatceniem podstawowym, nieukonczonym podstawowym
i bez wyksztatcenia w liczbie ludnosci powiatow
woj. wielkopolskiego w wieku 15 lat i wigcej

HT GREG SYNTA

SYNTB EBLUPA EBLUPB

Odsetek niepetnosprawnych “

prawnie i biologicznie (w %) g 10 12 14 16

Zrédto: opracowanie wiasne.

Jako miare oceny jakosci precyzji wszystkich szesciu wzietych pod uwage
estymatorow przyjeto Sredni wzgledny btgd szacunku CV, opisany wzorem
(12). Oceny precyzji estymatoréow (CV) wykorzystanych do oszacowania udzia-
tu oséb niepetnosprawnych prawnie i biologicznie w liczbie ludnosci powiatéw
woj. wielkopolskiego w wieku 15 lat i wiecej dla czterech kategorii wyksztatce-
nia przedstawiono w tabeli 2 oraz w formie wykreséw pudetkowych (por. rysu-
nek 5). Analiza ksztaltowania sie tego miernika jakosci precyzji dla wszystkich
estymatorow i czterech kategorii wyksztatcenia wskazuje, ze najlepsza jako-
Scig pod tym wzgledem charakteryzujg sie estymatory SYNTB i EBLUPB. Do-
brymi wtasnosciami charakteryzujg sie takze estymatory typu GREG i bezpo-
Sredni.



T. Klimanek, M. Szymkowiak, T. Jozefowski Badanie zjawiska... 467

TABELA 2.WYBRANE STATYSTYKI OPISOWE CV ODSETKA QSOB NIEPELNOSPRAWNYCH
PRAWNIE | BIOLOGICZNIE W LICZBIE LUDNOSCI POWIATOW WOJ. WIELKOPOLSKIEGO
W WIEKU 15 LAT | WIECEJ W ZALEZNOSCI OD WYKSZTALCENIA | ESTYMATORA

Estymator Wyksztatcenie Min Max x Sy Q1 Q2 Qs
Wyzsze 4,63| 16,77| 10,56 | 2,71| 8,87| 10,28| 12,13
HT Policealne i $érednie 2,74| 6,11| 444| 0,76| 3,86| 4,34 4,80
Zasadnicze zawodowe 291 4,75| 3,72 047| 3,36| 3,62 3,98
Podstawowe i brak 259| 440| 354| 048] 3,06 3,55 4,02
Wyzsze 211| 955| 535| 1,71 427| 517 6,45
Policealne i $érednie 1,17 3,00| 2,01| 043| 166| 1,88 2,30
GREG Zasadnicze zawodowe 1,04 2,05| 1,56 023| 1,36| 1,54 1,72
Podstawowe i brak 0,74| 1,80| 1,33 025| 1,16| 1,36 1,54
Wyzsze 8,57 | 33,33| 17,43 | 6,34| 12,98| 1553 | 21,67
Policealne i $érednie 451| 14,75| 825| 247| 6,20 791 9,93
SYNTA Zasadnicze zawodowe 3,63 899| 595| 142| 4,68| 5,98 6,83
Podstawowe i brak 342| 9,10| 570 1,41| 4,73| 576 6,53
Wyzsze 142 9,15| 3,34| 1,73| 221| 2,90 3,99
Policealne i $rednie 0,76 | 3,06| 1,23 045| 0,92| 1,13 1,37
SYNTB Zasadnicze zawodowe 066| 1,72f 095| 0,26 0,75| 0,88 1,07
Podstawowe i brak 0,64| 1,82| 094 024| 0,74| 0,93 1,06
Wyzsze 1,61 18,13| 7,92| 3,53| 515| 7,54| 10,08
EBLUPA Policealne i $rednie 0,68| 4,55| 249( 090| 1,76| 2,43 2,82
Zasadnicze zawodowe 068| 2,73 1,77| 0,51 1,38 1,80 2,11
Podstawowe i brak 1,05 250| 1,62| 040| 1,30| 1,58 1,83
Wyzsze 142 9,15| 3,34| 1,73| 221| 2,90 3,99
EBLUPB Policealne i érednie 0,76 | 3,06| 123 045| 092| 1,13 1,37
Zasadnicze zawodowe 066| 1,72f 095| 0,26| 0,75| 0,88 1,07
Podstawowe i brak 064| 1,82 094 024| 0,74| 0,93 1,06

Zrédio: opracowanie wiasne.

W przypadku estymatora bezposredniego wyjatkiem jest kategoria wyksztat-
cenia wyzszego, bowiem widaé wyraznie, ze wystepujg powiaty, dla ktérych
wnioskowanie wymaga pewnej ostroznosci, z tego wzgledu, ze w ponad potowie
powiatéw $redni wzgledny btad szacunku estymatora bezposredniego dla osza-
cowania udziatu oséb niepetnosprawnych prawnie i biologicznie z wyksztatce-
niem wyzszym w liczbie ludnosci w wieku 15 lat i wiecej przekracza postulowane
10%. Estymatorem charakteryzujacym sie zdecydowanie najgorszymi charakte-
rystykami jakosci precyzji byt SYNTA (dotyczy to w zasadzie kategorii wyksztat-
cenia wyzszego).
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Rysunek 5. Ocena precyzji estymatoréw (CV) zastosowanych do oszacowania
udziatu oséb niepetnosprawnych prawnie i biologicznie w liczbie ludnosci
powiatow woj. wielkopolskiego w wieku 15 lat i wiecej
dla czterech kategorii wyksztatcenia
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Zrédio: opracowanie wiasne.
7. WNIOSKI

W artykule przedstawiono propozycje aplikacji statystyki matych obszaréw,
w szacowaniu niepetnosprawnosci. Jest to ten obszar badawczy, w ktérym wy-
korzystanie estymacji posredniej w polskiej literaturze jest wcigz niewystarczajg-
ce. Wyniki przeprowadzonego badania wskazujg, ze zastosowanie estymatorow
klasy SMO umozliwia oszacowanie odsetka osob niepetnosprawnych w przekro-
ju powiatow wojewddztwa wielkopolskiego i dla okreslonych kategorii wyksztat-
cenia z wyzszg precyzjg. Na uwage zastuguje fakt, ze jest to poziom agregadiji,
ktéry nie byt do tej pory przedmiotem zainteresowania statystyki publicznej ze
wzgledu na nieakceptowalne btedy szacunkdéw estymatora bezposredniego dla
tak szczegotowo zdefiniowanej domeny. Wyniki badania empirycznego wskaza-
ty, ze poziom tego zjawiska mierzony odsetkiem oséb niepetnosprawnych biolo-
gicznie i prawnie w grupie wieku 15+ w przekroju powiatéw wojewddztwa wiel-
kopolskiego i dla odpowiednich kategorii wyksztatcenia jest zblizony dla estyma-
tora bezposredniego i rozpatrywanych estymatoréow posrednich. Zauwazone
réznice dotycza jednak Srednich wzglednych btedéw szacunku (CV) estymato-
réow uwzglednionych w badaniu. Z wyjgtkiem estymatora syntetycznego typu A
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wszystkie wziete pod uwage estymatory klasy SMO odznaczaty sie lepszg
precyzjg (mniejsze CV) w poréwnaniu z estymatorem bezposrednim stosowa-
nym na ogot w tego typu badaniach prowadzonych przez krajowe urzedy sta-
tystyczne. Warto réwniez zwroci¢ uwage, ze Srednia ocena rozpatrywanego
w artykule parametru jako$ci estymatorow posrednich (z wyjatkiem estymatora
syntetycznego typu A) nie przekracza progu 10%, a jest to zwyczajowo przyj-
mowana granica wiarygodnych szacunkow. Jak wykazato badanie empiryczne
w odniesieniu do estymatora bezposredniego, nie dla wszystkich domen
(przekroj powiatu i kategorii wyksztatcenia wyzszego), postulat ten byt spetnio-
ny. Statystyka matych obszaréw moze zatem stanowi¢ swego rodzaju reme-
dium na niskg precyzje szacunkow charakterystyczng dla estymatora bezpo-
Sredniego dla szczegodtowo zdefiniowanych domen. Dzieki jej zastosowaniu
mozliwe jest ponadto zapewnienie pokrycia informacyjnego w obszarze nie-
petnosprawnosci, ktory stanowi kluczowy element prowadzenia odpowiedniej
polityki spotecznej, zwtaszcza w kontekscie popytu zgtaszanego przez wtadze
szczebla lokalnego.

W dalszych pracach badawczych nalezy rozwazyé problem, ktéry nie byt
przedmiotem niniejszego opracowania, ale w kontekscie badan nad niepetno-
sprawnoscig jest szczegdlnie istotny (dotyczyt zwtaszcza danych z NSP 2011).
Chodzi tutaj o wysoki udziat brakéw danych oraz tych sytuacji, w ktérych respon-
dent odmawia odpowiedzi na pytania kwestionariusza spisowego. Z pewnoscig
w kontekscie uogdlniania wynikbw NSP 2011 nalezy podjg¢ prace badawcze,
ktore uwzglednig problem estymacji poziomu niepetnosprawnosci w sytuacji ist-
nienia réznych mechanizméw generowania brakéw danych (ang. nonresponse).
Kolejnym problemem badawczym, ktéry nalezatoby podjg¢ w dalszych rozwaza-
niach jest estymacja innych anizeli frakcja parametréw populacji generalnych.
Przyktadowo, szczegolnie interesujgca bytaby informacja o liczbie oséb niepetno-
sprawnych (wartos¢ globalna) w przekroju powiatéw z uwzglednieniem kategorii
wyksztatcenia. W tym celu warto rozwazy¢ zastosowanie estymatoréw typu
SPREE (ang. Structure Preserving Estimation), kidre nie tylko umozliwiajg uzy-
skanie szacunkéw dla nizszych poziomdéw przestrzennych badZz subpopulacji
z akceptowalng precyzjg, ale réwniez zapewniajg spetnienie czesto wymaganego
w statystyce matych obszaréw postulatu tzw. benchmarkingu. Méwi on o tym, ze
uzyskane oszacowania dla nizszego poziomu sumujg sie do szacunkow uzyska-
nych z wykorzystaniem estymatora bezposredniego dla wyzszego poziomu. Wy-
niki estymacji typu SPREE sg juz publikowane przez niektore krajowe urzedy
statystyczne w ramach tzw. statystyki oficjalnej. W przypadku estymatoréw klasy
SMO, réwniez rozwazanych w tym artykule, postulat ten nie zawsze jest spetnio-
ny. W kontekscie przyszitych prac warto réwniez rozwazy¢ inne domeny (na przy-
klad przekroj powiatu i aktywnosci zawodowej oséb niepetnosprawnych). Informa-
cja taka bylaby szczegdlnie pozgdana przez instytucje samorzadowe zajmujgce
sie lokalnymi rynkami pracy. Kluczowym zagadnieniem jest réwniez ocena
samego obcigzenia rozpatrywanych estymatorow klasy SMO, ktéra nie byla prze-
dmiotem rozwazan w niniejszym artykule.
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BADANIE ZJAWISKA NIEPELNOSPRAWNOSCI W PRZEKROJU
POWIATOW WOJEWODZTWA WIELKOPOLSKIEGO
Z WYKORZYSTANIEM METOD STATYSTYKI MALYCH OBSZAROW

Streszczenie

Gtownym zrodtem informacji w statystyce publicznej na temat niepetnospraw-
nosci sg badania reprezentacyjne oraz spisy powszechne realizowane przez
Gtowny Urzad Statystyczny. Ze wzgledu na fakt, ze liczebnosci proby w odpo-
wiednich domenach, w odniesieniu do ktérych wyrazane sg potrzeby informa-
cyjne dotyczgce zjawiska niepetnosprawnosci przez réznych odbiorcéw, sg zbyt
mate aby skorzystac z klasycznych technik estymacji, wyniki publikowane sg
zazwyczaj na do$¢ wysokim poziomie agregacji (kraj czy wojewddztwo) bgdz dla
dosc¢ ogolinie zdefiniowanych przekrojow.

W artykule autorzy wychodzgc naprzeciw rosngcym oczekiwaniom na szcze-
gotowg informacje na temat niepetnosprawno$ci podejmujg probe zastosowania
metod jakie oferuje statystyka matych obszarow na potrzeby estymacji odsetka
0s0b niepetnosprawnych biologicznie i prawnie w powiatach wojewodztwa wiel-
kopolskiego z uwzglednieniem wyksztatcenia. Na potrzeby realizacji tak posta-
wionego celu wykorzystano dane z Narodowego Spisu Powszechnego Ludnosci
i Mieszkan z 2011 roku oraz wybrane techniki estymacji posredniej.

Wyniki przeprowadzonych analiz pozwolity ocenic¢ przestrzenne zréznicowa-
nie zjawiska niepetnosprawnos$ci dla tak zdefiniowanej domeny z wiekszg precy-
zjg. Na uwage zastuguje fakt, ze jest to poziom agregacji, ktéry nie byt do tej
pory przedmiotem zainteresowania statystyki publicznej ze wzgledu na nieak-
ceptowalne bfedy szacunkéw estymatora bezpoSredniego.

Stowa kluczowe: niepetnosprawnosé, statystyka matych obszaréw, EURA-
REA, btad sredniokwadratowy

A STUDY OF DISABILITY
ACROSS DISTRICTS OF THE PROVINCE OF WIELKOPOLSKA
USING SMALL AREA ESTIMATION METHODS

Abstract

Surveys and censuses conducted by the Central Statistical Office in Poland
are the main sources of information about disability for official statistics. Because
sample sizes for relevant cross-classification domains are too small to employ
classical estimation methods, results are usually published at a relatively high
level of aggregation (at country or province level) or for very broadly defined
domains.
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To meet the growing demand for detailed information about disability, the
authors present an attempt of applying the methodology of small area estimation
to estimate the percentage of disabled people, in the legal and biological sense,
across districts (NUTS 4/LAU 1 units) of the province of Wielkopolska cross-
classified by the level of education. This methodological exercise is based on
data from the 2011 census and employs selected techniques of indirect estima-
tion.

Estimates obtained in the study provide an indication of the spatial variation of
disability in the target domains with greater precision. It is worth noting that this
level of aggregation has not been considered for purposes of official statistical
outputs because of unacceptably high estimation errors of the direct estimator.

Keywords: disability, small area estimation, EURAREA, mean squared error
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Efektywnos¢ pozyskiwania sSrodkow
na dziatalnos¢ dydaktyczng i naukowg
w publicznym szkolnictwie wyzszym w Polsce?

1. WPROWADZENIE

Szkolnictwo wyzsze petni niezmiernie wazng role w kazdej gospodarce do-
starczajgc m.in. wysokiej klasy specjalistow oraz prowadzac badania naukowe
i rozwijajac w ten sposdb nauke w aspekcie teoretycznym i praktycznym.
W 2018 roku planowana jest w Polsce kolejna wazna reforma szkolnictwa wyz-
szego i nauki, gdyz jak wskazuje ustawodawca (Uzasadnienie..., 2017, s. 1):
.problemy systemowe w obszarze szkolnictwa wyzszego oraz nauki negatyw-
nie wpfywajg na jakos¢ badan naukowych i poziom ksztafcenia (...). Obecne
zasady finansowania (...) przyczyniajg sie do pogtebiania putapek rozwojo-
wych. Stanowi to przestanke do przeprowadzenia reformy szkolnictwa wyz-
Sszego i nauki, obejmujgcej zmiany w zakresie funkcjonowania systemu, zarzg-
dzania, finansowania oraz oceny jako$ci dziatalno$ci uczelni”. W przededniu
planowanej reformy, niezbedne jest dokonanie oceny efektywnosci pozyski-
wania srodkéw finansowych na dziatalnos¢ dydaktyczng i naukowg w systemie
szkolnictwa wyzszego.

Celem badania jest zatem pomiar efektywnosci pozyskiwania srodkéw na
dziatalno$¢ dydaktyczng i naukowg szkdt wyzszych za pomocg metody DEA
(Data Envelopment Analysis) oraz wykorzystanie procedury losowania podproby
do pomiaru doktadnosci dokonanej oceny*.

Artykut sktada sie z szesciu czesci. Po wprowadzeniu, w drugiej czesci doko-
nano przegladu literatury odnosnie do pomiaru efektywnosci szkolnictwa wyz-

" Urzad Statystyczny w Gdansku, ul. Danusi 4, 80-434 Gdansk, Polska.

2 Uniwersytet Ekonomiczny w Krakowie, Wydziat Zarzadzania, Katedra Ekonometrii i Badan Ope-
racyjnych, ul. Rakowicka 27, 31-510 Krakoéw, Polska, autor prowadzacy korespondencje — e-mail:
predkia@uek.krakow.pl.

3 Publikacja zostata sfinansowana ze $rodkéw przyznanych Wydziatowi Zarzgdzania Uniwersytetu
Ekonomicznego w Krakowie w ramach dotacji na utrzymanie potencjatu badawczego.

4 Wg wiedzy autorow, jest to pierwsze wykorzystanie tej procedury do analizy efektywnosci zwig-
zanej ze sferg edukacji. Ponadto, po raz pierwszy przedstawiono jg i wykorzystano w wersji zorien-
towanej na produkty.
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szego. W nastepnej cze$ci metodycznej zaprezentowano podstawy teoretyczne
zastosowanych metod i procedur. W czwartej czesci scharakteryzowano bada-
nie empiryczne. W kolejnej zaprezentowano wyniki badania i ich interpretacje.
W ostatniej, podsumowujgcej czesci przedstawiono wnioski i propozycje dal-
szych badan w opisywanej tematyce.

2. PRZEGLAD LITERATURY

Do badania efektywnosci podmiotéw gospodarczych powszechnie sg wyko-
rzystywane metody: klasyczne (wskaznikowe), parametryczne i nieparametrycz-
ne (Szuwarzynski, Julkowski, 2014). Jedng z najcze$ciej wykorzystywanych
metod nieparametrycznych jest analiza otoczki danych (DEA), ktorg wykorzy-
stano réwniez w niniejszej pracy wraz z tzw. losowaniem podproby, ktére jest
znacznie rzadziej wykorzystywane w praktyce.

Badania dotyczace analizy efektywnosci szkolnictwa wyzszego metodg DEA
sg prowadzone na kilku ptaszczyznach strukturalnych. Od miedzynarodowych
poréwnan szkét wyzszych (Agasisti, Perez-Esparrells, 2010; Wolszczak-Derlacz,
Parteka, 2011), przez krajowe poréwnania uczelni (Brzezicki, Wolszczak-Der-
lacz, 2015; Cwigkata-Matys, 2009, 2010; Katharaki, Katharakis, 2010; Wolsz-
czak-Derlacz, 2013), az do wydziatéw osrodkéw akademickich (Kounetas i inni,
2011; Pietrzak, Brzezicki, 2017).

Analizy w zakresie szkolnictwa wyzszego sg prowadzone na postawie danych
statystycznych i finansowych. Nie wolno jednak zapominac, ze wybrany zestaw
naktadéw i efektow zalezy zaréwno od obszaru badawczego, jak i od celu anali-
zy. W zaleznosci od obszaru badawczego szkolnictwa wyzszego przyjmowano
zréznicowane zmienne charakteryzujgce poszczegolne dziatalnosci.

W przypadku analizowania dziatalnosci dydaktycznej, po stronie wynikow
przyjmowano m.in. liczbe studentéw, absolwentéw (np. Agasisti, Perez-Espar-
rells, 2010; Cwiakaia-Maiys, 2009, 2010; Katharaki, Katharakis, 2010; Pietrzak,
Brzezicki, 2017; Wolszczak-Derlacz, 2013), za$ dla dziatalno$ci naukowej liczbe
publikacji, cytowanh (np. Wolszczak-Derlacz, Parteka, 2011; Wolszczak-Derlacz,
2013). Jednak w literaturze przedmiotu mozna réwniez znalez¢ badania, w kto-
rych za wyniki przyjmowano dane finansowe dotyczgce srodkéw pozyskanych
na dziatalno$¢ dydaktyczng i naukowg (np. Agasisti, Perez-Esparrells, 2010;
Agasisti, Pohl, 2012; Katharaki, Katharakis, 2010; Rusielik i inni, 2012; Swiﬂyk,
2012, 2013). Switlyk (2013) sugeruje, ze wielko$é funduszy pozyskanych przez
uczelnie na finansowanie dydaktyki ma takg samg warto$¢ informacyjna, jak
liczba studentéw. Natomiast w innym badaniu Swittyk (2012, s. 322), uwzgled-
niajgc wartos¢ funduszy uzyskanych na badania zaktada, ze sposéb przyzna-
wania tych Srodkéw oddaje range naukowg uczelni.

Przechodzac do kategorii naktadéw, przyjmuje sie za nie m.in.: liczbe nauczy-
cieli akademickich (np. Katharaki, Katharakis, 2010; Brzezicki, Wolszczak-Der-
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lacz, 2015; Cwiaka{a-Maiys, 2009, 2010; Pietrzak, Brzezicki, 2017; Wolszczak-
-Derlacz, Parteka, 2011), pozostatych pracownikéw (np. Katharaki, Katharakis,
2010; Brzezicki, Wolszczak-Derlacz, 2015; Cwigkata-Matys, 2009, 2010), war-
tos$é aktywoéw trwatych (np. Cwigkata-Matys, 2009, 2010) i réznego rodzaju kosz-
ty, w postaci np. zuzycia materiatéw i energii, ustug obcych, ptac brutto, amorty-
zacji (Swittyk, 2012, 2013; Rusielik i inni, 2012) lub wydatki (Agasisti, Pohl,
2012; Katharaki, Katharakis, 2010).

Autorzy przyjmujg czesto w swoich badaniach jednocze$nie kategorie finan-
sowe i statystyczne, np. Cwigkata-Matys (2009, 2010) przyjeta w swoim badaniu
nastepujgce nakfady: aktywa trwate, liczbe nauczycieli akademickich, liczbe
pozostatych pracownikow niebedgcych nauczycielami oraz koszty operacyjne.
Natomiast Brzezicki, Wolszczak-Derlacz (2015) ujeli warto$¢ przychodow z dzia-
talnosci edukacyjnej, liczbe nauczycieli akademickich oraz liczbe pozostatych
pracownikow.

Przechodzac do analizy badan nad efektywnoscig szkolnictwa wyzszego pod
wzgledem metodycznym, warto zauwazy¢, ze autorzy stosujg rozne rozwigzania
w zakresie zatozen samego modelu DEA, tj.: model zorientowany na wyniki (np.
Agasisti, Pohl, 2012; Brzezicki, Wolszczak-Derlacz, 2015; Wolszczak-Derlacz,
2013), model zorientowany na naktady (Katharaki, Katharakis, 2010; Rusielik
i inni, 2012; Switlyk, 2012, 2013), model ze statymi korzyséciami skali (Agasisti,
Pohl, 2012; Cwigkata-Matys, 2009, 2010) oraz model ze zmiennymi korzy$ciami
skali (Brzezicki, Wolszczak-Derlacz, 2015; Cwigkata-Matys, 2009, 2010; Koune-
tas i inni, 2011; Pietrzak, Brzezicki, 2017).

W literaturze przedmiotu (np. Cooper i inni, 2007, s. 344) postuluje sie, by
w przypadku ,badania jednostek roznigcych sie miedzy sobg wielkoscig ... wy-
biera¢ model ze zmiennymi efektami skali, a jezZeli jednostki nie réznig sie wiel-
koscig badz, gdy wykorzystujemy dane znormalizowane o matym zréznicowaniu
mozna wowczas zastosowa¢ model ze statymi efektami skal”. Jak sugeruje
Agasisti (2011), wykorzystanie bardzo restrykcyjnego zatozenia odno$nie do
statych korzysci skali odbiega od stanu faktycznego. Ponadto, autor pracy (Aga-
sisti, 2011, s. 205) argumentuje, ze ,(...) wielkoS¢ zasobow, wptywa na poziom
efektywno$ci”, szczegolnie jest to zauwazalne, jezeli zastosujemy orientacje na
produkty. Wykorzystanie zatem modelu zaktadajgcego zmienne efekty skali
podczas badania wielu zréznicowanych jednostek wydaje sie najlepszym roz-
wigzaniem.

Wybor orientacji modelu DEA zalezy przede wszystkim od celu badania empi-
rycznego. Wykorzystujgc orientacje na naktady celem analizy jest minimalizacja
wykorzystanych naktadow, przy ustalonych wynikach. Natomiast stosujac model
zorientowany na produkty, celem analizy jest maksymalizacja wynikow, przy usta-
lonych naktadach.

Nalezy zauwazy¢, ze najczesciej do analizy szkolnictwa wyzszego metodg
DEA wykorzystuje sie modele deterministyczne, co utrudnia analize réznego
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rodzaju niepewnosci zwigzanej z danymi oraz przyjetym modelem. Dlatego
szczegoblnego znaczenia nabiera tzw. podejscie statystyczne w ramach DEA
(zob. np. r. 3-5 pracy Predki, 2016), ktére umozliwia przeprowadzenie formal-
nego wnioskowania statystycznego w odniesieniu do przyjmowanych zatozen
modelowych oraz dostarcza narzedzi umozliwiajgcych analize doktfadnosci es-
tymacji miernika efektywnosci. Podejscie to skfada sie z szeregu modeli staty-
stycznych oraz opartych na nich procedur stuzgcych realizacji wspomnianych
celéw. Bardzo popularne sg np. metody bootstrapowe. Jedng z nich jest loso-
wanie podproby, ktére zostato wykorzystane w niniejszej pracy (zob. np. Predki,
2016, r. 4.6.3).

Warto zauwazy¢, ze w ramach metodyki DEA korzysta sie réwniez z klasycz-
nych modeli statystycznych. Przyktadem sg tu modele regresyjne, ktére wyko-
rzystuje sie w dwuetapowej procedurze stuzgcej do identyfikacji czynnikéw ze-
wnetrznych wptywajgcych na efektywnosé (zob. np. Liu, Lu, Lu, 2016, s. 39).

W pracach zespotu Wolszczak-Derlacz (Brzezicki, Wolszczak-Derlacz, 2015;
Wolszczak-Derlacz, Parteka, 2011; Wolszczak-Derlacz, 2013) wykorzystano
zaréwno procedure bootstrapowg (tzw. bootstrap homogeniczny Simara-Wilso-
na) do pomiaru dokfadnosci otrzymanych wskaznikéw efektywnosci DEA, jak
i wspomniang wczesniej dwuetapowg analize czynnikéw zewnetrznych wptywa-
jacych na efektywnosé. Podobng konwencje badawczg przyjeli Selim, Bursalioglu
(2015) do oceny efektywnosci tureckiego szkolnictwa wyzszego. Natomiast do
badania angielskiego szkolnictwa wyzszego Johnes (2006), wykorzystata jedynie
procedure bootstrapowg (ponownie bootstrap homogeniczny Simara-Wilsona).

3. METODYKA BADAWCZA

Na poczatek wprowadzono nastepujgce oznaczenia:

n — liczebnos$c¢ grupy obiektow,

m — liczba naktadow,

s — liczba produktéw,

x; =[xy .. xmj] — wektor naktadéw zuzytych przez j-ty obiekt,

y; = [ylj, ...ys,-] — wektor produktow wytworzonych przez j-ty obiekt, gdzie
je{l...,n}
Przyjmuje sie, ze obserwacje (xj, yj) sg realizacjg ciggu niezaleznych wekto-

row losowych o tym samym rozktadzie® oraz:
Vi=1,.,n:(x;y;) €T, (1)

gdzie T = {(x,y) € [0, ©0)™*S: z x mozna wyprodukowac y} . (2)

5 Przyjmuje sie, ze rozktad ten jest wyrazony funkcjg gestosci, ktéra spetnia pewne, techniczne
zatozenia — szczegoty zob. np. (Predki, 2016, s. 107—-108).
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O zbiorze mozliwosci produkcyjnych T przyjmuje sie, iz spetnia on tzw. waru-
nek nieefektywnosci oraz warunek niemoznosci wyprodukowania produktéw
przy braku naktadéw. Ponadto, zaktada sie, ze jest to zbiér domkniety i wypu-
kiy®.

Na zbiorze tym zdefiniowano miare efektywnosci technicznej Farrella zorien-
towang na produkty (zob. np. Predki, 2016, s. 28):

V(XO, YO) ET: (P(Xo' YO) = maX{‘P € (0, 00): (X0, 9Y,) € T}, (3)

Przyjmuje ona wartosci nie mniejsze od jednosci i jest rowna jeden dla planu
wykonalnego efektywnego technicznie. W tym przypadku, pod pojeciem efek-
tywnosci technicznej rozumie sie wiec niemoznos¢ dalszego, proporcjonalnego
zwiekszenia wszystkich produktow, przy ustalonych naktadach na poziomie
zaobserwowanym.

Przy przyjeciu zatozenia, iz funkcja @(-,-) jest klasy C2 na zbiorze T i przy
wczesniej wspomnianych postulatach dowiedziono, iz jej estymatorem zgodnym
w ustalonym punkcie jest (zob. np. Predki, 2016 , s. 113-115):

P(X0,¥o) = max{<p € (0, 0): (X, ®y,) € T}' (4)
gdZ|e7 T = {(X, y) € [0, oo)m+s: 3&1 >0: Z;-l:l ).] = 1,X > Z;'lzl ljx],y < Z‘;}zl Ajy] }, (5)

Zbioér T jest najmniejszym zbiorem, ktéry zawiera w sobie obserwacje oraz
spetnia wszystkie zatozenia narzucone na T (zob. np. Predki, 2016, s. 22).
Oznacza to, ze T zawiera sie w zbiorze mozliwosci produkcyjnych, nie ma jed-
nak, zadnej pewnosci, ze zawiera on wszystkie plany wykonalne®. Wynika z tego
W szczegolnosci, iz:

V(Xot YO) eT: CP(Xo’ YO) = @(XOJ YO) (6)

Do obliczenia oceny miary efektywnosci technicznej Farrella w punkcie
(X,,¥,) mozna wykorzysta¢ model BCC zorientowany na produkty w postaci
obwiedni (the BCC output-oriented model in the envelopment form, zob. (Banker
i inni, 1984). Jest to jeden z modeli uzywanych w ramach deterministycznej wer-
sji metody DEA:

¢, — MAX (7)

6 Szczegoty dotyczgce wymienionych wtasnosci zbioru mozliwosci produkcyjnych mozna znalezé
np. w pracy (Predki, 2016, s. 18 i 107).

"W catosci pracy rozwaza sie realizacje odpowiednich estymatoréow na probie (xj,yj), jE
{1,..,n},

8 Tzn. nie ma pewnosci, ze pomigdzy odpowiednimi zbiorami zachodzi réwnosc.
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n

n n
X, 2 Z’ljoxj' Po¥Yo < Z’ljoyf’ z/ljo =1
j=1 j=1

j=1

©Yo,Ajo 2 0,j = 1,...,n (zmienne decyzyjne)
Optymalna wartos¢ funkcji celu programu (7) jest szukang ocena.

W niniejszej pracy, ze wzgledoéw technicznych, za miernik efektywnosci przy-
jeto 8, = 1/9(x,,y,) czyli odwrotno$¢ odpowiedniej miary, zwang funkcjg odle-
gtosci Sheparda®. Jej zgodng oceng w ustalonym punkcie jest 8, = 1/¢(x,,¥,)
oraz:

V(xo' YO) €T:0, < éo (8)

W celu zbadania doktadnosci estymacji wartosci funkciji odlegtosci Sheparda
w ustalonym punkcie, obliczono bootstrapowg aproksymacije przedziatu ufnosci
dla wartosci 6,. Postuzono sie zgodng procedurg bootstrapowg zwang losowa-
niem podproby (subsampling) opisang po raz pierwszy w pracy (Kneip i inni,
2008, s. 1675-1676). Niestety procedura ta daje uzyteczne wyniki jedynie dla
wartosci 8, mniejszych od jednosci (zob. Predki, 2016, s. 142—144), czyli dla
planéw wykonalnych ocenionych jako nieefektywne.

Przebieg procedury opisano wg schematu zawartego w podrozdziale 4.6.3
pracy (Predki, 2016), dotyczacego aproksymacji odpowiedniego przedziatu, dla
wartosci miary efektywnosci technicznej Farrella w ustalonym punkcie w tzw.
orientacji na naktady. Schemat ten zostat w niniejszej pracy przystosowany do
orientacji na produkty'® oraz do analizy doktadnos$ci estymac;ji funkcji odlegtosci
Sheparda w punkcie.

Krok 1 Za pomocg programu (7) oblicza sie na podstawie obserwacji ocene
0,-
Krok 2 Losuje sie niezaleznie, jednostajnie, ze zwracaniem albo bez zwraca-
nia z wyjsciowej proby kelementow uzyskujgc prébe bootstrapowg
Xe = {(x5,y;):j =1,..,k}, przy czymk < n.

Krok 3 Oblicza sie ocene bootstrapowg 6;, = 1/¢, gdzie:

@5 = max{p € (0,0): (o, 9y,) € TOG)}, 9)

® Kod realizujgcy losowanie podpréby wymaga unormowanej postaci miernika efektywnosci, ktory
to warunek spetnia wspomniana funkcja.

10 Zgodnos¢ procedury dowiedziono w tzw. orientacji na naktady, jednak w pracy zrodiowej (Kneip
i inni, 2008, s. 1666) wspomniano, iz dowdd w orientacji na produkty przebiega analogicznie.
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oraz
k k k
T06) = { () € [0,00)™ 3N 2 0: ) 4 =1x2 ) A4x,y< ) 4y}, (10)
j=1 j=1 j=1

Krok 2 i 3 powtarza sie Brazy uzyskujgc cigg ocen bootstrapowych
{6;,:b =1,..,B}. W zaleznosci od tego, czy losuje sie ze zwracaniem, czy bez

zwracania, nalezy pamietac, iz odpowiednio B < k™ lub B < (Z)

Krok 4 Oblicza sie B wartosci bootstrapowych postaci: k?2/(m+s+1) (eéib— 1)
i szereguje je niemalejgco.

Krok 5 Dla ustalonego « € (0,1), z ciggu uzyskanego w kroku 4 odcina sie
a/2 procent wartosci z obu koncéw. Wartosci skrajne ucietego ciggu to tzw.
kwantyle bootstrapowe, ktore oznaczono odpowiednio przez 8/, i 61-a/2k-

Krok 6 Oblicza sie przedziat:
[éo/(l + n—2/(m+s+1)5l_a/2‘k); éo/(l + n—2/(m+s+1)5a/2'k)] (1 1)
zwany asymptotycznym, bootstrapowym przedziatem ufnosci dla 6,,.

Inne miary rozproszenia wartosci bootstrapowych, stuzgce réwniez okresleniu
dokfadnosci estymaciji funkcji odlegto$ci Sheparda w ustalonym punkcie, to (por.
Simar, Wilson, 2008, s. 449 i 451):

— bootstrapowe obcigzenie'"

2
k\m+s+1 _ N
pias, = (=)™ (8, - 8,), (12)

— bootstrapowe odchylenie standardowe

B
0, = {%Z(ezb -6 } : (13)

Mozna wiec skorygowac wyjsciowg ocene o obcigzenie obliczajac:
8, = 8, — Bias, (14)

Nalezy jednak pamietaé, iz korekta o obcigzenie moze spowodowac¢ wzrost
wartosci btedu Sredniokwadratowego estymatora skorygowanego w stosunku do
wyjsciowego. W literaturze przedmiotu (zob. np. Simar, Wilson, 2000, s. 790)
zaleca sie, by dokonywac korekty, gdy spetniony jest warunek:

" Kreska gorna oznacza $rednig arytmetyczng po indeksie b (z wartosci bootstrapowych).
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Bias? > 302 (15)

W praktyce oceny funkcji odlegtosci Sheparda oblicza sie w punktach danych
(X,,Y¥,), gdzie o = 1, ...,n. Celem analizy jest bowiem m.in. poréwnanie efektyw-
nosci technicznej i utozenie rankingu badanych n jednostek gospodarczych pod
tym katem. Na podobnej zasadzie celowym jest rowniez obliczenie dla kazdego
z n obiektéw odpowiednich boostrapowych miar, swiadczacych o doktadnosci
dokonanej estymacji.

Problem polega na tym, ze wyniki teoretyczne oraz symulacje, zawarte w do-
tychczas wydanych pracach (Kneip i inni, 2008; Simar, Wilson, 2011) z zakresu
procedury losowania podpréby, dotyczg wylgcznie ustalonego punktu (x,,y,)
niezaleznego od zaobserwowanych danych {(x;,y;) € R75":j = 1,...n}. Prze-
ktada sie to bowiem na konieczng niezalezno$¢ odpowiednio wektora losowego
(X,,Y,) od ciagu wektoréw losowych(X;,Y;), dlaj =1,...n. Wiasnos¢ ta jest
niezbedna dla dowiedzenia zgodno$ci tej procedury bootstrapowe;.

Chcac wiec zastosowac losowanie podpréby w praktyce zmodyfikowano opi-
sang wczesniej procedure losowania podpréby'?. Po pierwsze losowanie pod-
préby przeprowadza sie n razy dla o = 1, ....n. Przy ustalonym indeksie o sche-
mat postepowania wyglada podobnie jak poprzednio z tym, ze w kroku 2 losuje
sie k elementoéw z n — 1 elementéw, pomijajgc element o numerze o. Oczywiscie
w dalszym ciggu k < n — 1, traci sie wiec informacje, ale zyskuje pozadang nie-
zaleznosé.

Kolejnym problemem, ktéry nalezy rozwigzaé korzystajgc z procedury loso-
wania podproby, jest wybdr wiasciwej licznosci podproby k. Eksperymenty sy-
mulacyjne przeprowadzone w pracy Kneipa, Simara i Wilsona (2008) wskazujg
na duzag wrazliwos¢ uzyskiwanych wynikéw w zaleznosci od przyjetej wartosci k.
Brak jest niestety ogdlnej procedury w tym zakresie o okreslonych wtasnosciach
statystycznych. W niniejszej pracy wykorzystano dos¢ arbitralng regute empi-
ryczna, opisang w pracy Simara, Wilsona (2011, s. 42-43), bedgcg uszczegdto-
wieniem ogolniejszej wersji z pracy Politisa i inni (2001).

4. CHARAKTERYSTYKA BADANIA EMPIRYCZNEGO

Kazde zaplanowane badanie empiryczne skfada sie zazwyczaj z trzech gtéw-
nych etapdw, z ktérych jednym jest dobor jednostek poddanych analizie, drugim
wybor odpowiednich zmiennych, zas trzecim wykorzystanie nalezytego narze-
dzia lub metody badawcze;.

Analizg objeto wszystkie publiczne szkoty wyzsze nadzorowane przez
MNiSW (59 obiektow, szczegdtowa lista uczelni znajduje sie w aneksie 1).
W analizie wykorzystano najbardziej aktualne i dostepne dane z 2015 roku. Przy

2 Modyfikacja ta zostata po raz pierwszy opisana w pracy (Predki, 2013).
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wyborze konkretnych danych do badania kierowano sie zmiennymi wykorzysty-
wanymi w literaturze przez innych autorow, ich dostepnoscig, zatozeniami przy-
sztej reformy szkolnictwa wyzszego i nauki, a takze celem niniejszego badania,
czyli pomiarem efektywnosci pozyskiwania srodkéw finansowych na dziatalnosé
dydaktyczng i naukowa.

Kierujgc sie tymi wytycznymi zdecydowano sie ostatecznie na wziecie naste-
pujgcych kategorii do badania:
x1 — wartos¢ srodkow trwatych Uczelni (stan na 31.12.2015), liczona w tys. zt;

X2 — pracownicy naukowo-dydaktyczni Uczelni (stan na 31.12.2015), liczeni
w etatach;

x3 — pozostali pracownicy (stan na 31.12.2015), liczeni w etatach;

y1 — przychody'® ogotem z dziatalnosci dydaktycznej, liczone w tys.zt;

y2 — przychody ogétem z dziatalno$ci badawczej, liczone w tys.zt.

Zmienne przyjete w niniejszej analizie w zakresie produktéw sg takie same
jak w badaniach Rusielika i inni (2012), a takze Swittyka (2012), za$ odno$nie
do naktaddéw bardzo zblizone do tych wykorzystanych w pracach Brzezickiego,
Wolszczak-Derlacz (2015), a takze Cwigkaty-Matys (2009, 2010).

Wybdr produktéw w postaci wartosci przychodéw dziatalno$ci dydaktycznej
i naukowej przez autorow zostat podyktowany i umotywowany zatozeniami przy-
sztej reformy szkolnictwa wyzszego i nauki, wskazujgcej, ze (Uzasadnienie...,
2017, s. 2-3): ,Barierg dla sprawnego zarzgdzania uczelnig jest ograniczona
elastyczno$¢ w wydatkowaniu Srodkéw przekazywanych z budzetu paristwa.
W systemie szkolnictwa wyzszego i nauki istnieje kilkadziesigt strumieni finanso-
wania, z odrebnymi zasadami, co do mozliwego zakresu wydatkowania Srodkow.
Podziat strumieni finansowania uniemozliwia osiggniecie efektu synergii pomiedzy
tymi strumieniami oraz elastyczng gospodarke finansowg uczelni (przyktadowo —
z dotacji statutowej uczelnia moze sfinansowac¢ wytgcznie wynagrodzenie pra-
cownika naukowego, ale nie pracownika naukowo-dydaktycznego)’. W kontekscie
powyzszego uzasadnienia postanowiono przyjg¢ dwa ogdélne strumienie odpowia-
dajgce dwom gtéwnym obszarom dziatalnosci szkét wyzszych.

Dane do obliczen pozyskano z informatora statystycznego ,Szkolnictwo wyz-
sze — dane podstawowe” wydawanego przez MNiSW (kategorie x2 i xs), spra-
wozdan z wykonania planu rzeczowo-finansowego (kategorie y1 i y2) i ze spra-
wozdan finansowych poszczegdlnych uczelni (kategoria x1) zamieszczonych
w ogolnodostepnym Monitorze Sagdowym i Gospodarczym.

Ze wzgledu na cel badania, ktérym jest analiza efektywnosci pozyskiwania
Srodkéw finansowych na dziatalnos¢ dydaktyczng i naukowa, postanowiono
przyja¢ orientacje na produkty. Wybor takiej konwencji badawczej pozwoli uzy-
ska¢ informacje, czy dana uczelnia w petni wykorzystata posiadane zasoby,

3 Dane w zakresie przychodow z dziatalnosci dydaktycznej i naukowej pochodzg ze sprawozda-
nia z wykonania planu rzeczowo-finansowego, ktére wypetnia sie w ujeciu roku kalendarzowego,
tj. od 1 stycznia do 31 grudnia 2015 roku.
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w postaci srodkéw trwatych, nauczycieli akademickich i pozostatych pracowni-
kow, dla pozyskania $rodkéw finansowych na dziatalno$é naukows i dydaktycz-
na. Z uwagi na to, ze badaniem zostato objetych 59 publicznych szkét wyzszych,
réznigcych sie miedzy sobg wielkoscig oraz skalg dziatalnosci, wybrano do po-
miaru efektywnosci model BCC ze zmiennymi efektami skali (zob. program (7)).

Badanie empiryczne zostato podzielone na dwa nastepujgce po sobie etapy,
o ktérych wspomniano juz we wstepie pracy. W pierwszym etapie dokonano
pomiaru efektywnosci szkolnictwa wyzszego w zakresie pozyskiwania srodkéw
finansowych na dziatalno$¢ dydaktyczng i naukowa, uwzgledniajgc posiadane
przez nie zasoby kapitatu i pracy, za pomocg modelu BCC zorientowanego na
produkty, bedgcego jednym z modeli wykorzystywanych w ramach nieparame-
trycznej metody DEA. W drugim etapie wykorzystano procedure losowania pod-
préby zorientowang na produkty do okreslenia doktadnosci ocen efektywno$ci
uzyskanych w etapie pierwszym.

5. WYNIKI BADAN EMPIRYCZNYCH

Wyniki szczegbtowe sg analizowane w podziale na wzglednie jednorodne
grupy uczelni: Uniwersytety (U, 18 obiektow), Uniwersytety Techniczne (UT, 18
obiektow), Uniwersytety Ekonomiczne (UE, 5 obiektéw), Uniwersytety Pedago-
giczne (UPe, 5 obiektéw), Uniwersytety Przyrodnicze (UPrz, 6 obiektow), Aka-
demie Wychowania Fizycznego (AWF, 6 obiekiow). Osobng jednostkg jest
Chrzescijanska Akademia Teologiczna (ChAT), ktéra jest jedyng Uczelnig teolo-
giczng nadzorowang w petni przez MNiSW.

Na wstepie, za pomocg programu MaxDEA, rozwigzano program liniowy (7)
i uzyskano oceny funkcji odlegto$ci Sheparda w punktach danych, czyli mier-
niki efektywnosci poszczegdlnych uczelni. Wyniki przedstawiono na rysunku 1
w postaci histogramu, przedstawiajgcego rozktad empiryczny wspomnianych
ocen.

Rysunek 1. Histogram ocen funkcji odlegtosci Sheparda
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Zrédio: opracowanie wiasne.
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Dwanascie uczelni zostato uznane za efektywne'* w ramach zastosowane;j
metodyki. W ich przypadku, uzyskanie wigkszych przychodéw dydaktycznych
i naukowych nie jest mozliwe, przy obecnym poziomie wartosci srodkow trwa-
tych oraz liczbie pracownikéw naukowo-dydaktycznych i pozostatych. Wsrod
nich sg cztery Uniwersytety, pie¢ Uniwersytetéw Technicznych, dwa Uniwersyte-
ty Ekonomiczne oraz Chrzescijanska Akademia Teologiczna w Warszawie.

Najliczniejsze frakcje stanowig jednostki, w ktérych stosunek zaobserwowa-
nych przychodoéw dydaktycznych i naukowych do ich potencjalnych, maksymal-
nych wartosci znajduje sie w przedziatach [0,7; 0,8) i [0,8;0,9) — odpowiednio 14
oraz 15 jednostek. Jednoczesnie, jedynie dwie uczelnie mozna uznac za skraj-
nie nieefektywne, poniewaz ich zaobserwowane przychody dydaktyczne i nau-
kowe nie przekraczajg 60% ich mozliwosci w tym zakresie'. Srednia efektyw-
nos¢ w badanej grupie uczelni publicznych wynosita 0,839 i byta bardzo zblizona
do mediany'® wynoszacej 0,833. Oznacza to, ze efektywnos$¢ potowy uczelni
przekroczyta 83,3% ich mozliwosci w zakresie pozyskiwania zrodet finansowa-
nia dziatalnosci dydaktycznej i naukowe;.

W tabeli 1 przedstawiono jak wyglada sytuacja ze wzgledu na ustalone, jed-
norodne grupy uczelni.

TABELA 1. WYBRANE CHARAKTERYSTYKI OPISOWE OCEN FUNKCJI ODLEGLOSCI
SHEPARDA DLA POSZCZEGOLNYCH GRUP UCZELNI

Grupa Licznos¢ Min Srednia Odchylenie
18 0,5607 0,8104 0,1435
18 0,6588 0,8800 0,1098
5 0,8256 0,9456 0,0639
5 0,5888 0,7503 0,0946
6 0,6640 0,8070 0,1021
6 0,7091 0,7946 0,0821

Zrédto: opracowanie wiasne.

Najwiekszg $rednig efektywnoscig w pozyskiwaniu $rodkéw na dziatalno$c
dydaktyczng i naukowg charakteryzujg sie Uniwersytety Ekonomiczne (0,9456).
Jednoczesnie rozproszenie ocen'” jest w tej grupie najmniejsze i niewielkie
w stosunku do Sredniej, co Swiadczy o tym, Ze wspomniana srednia jest w miare

W dwdch przypadkach ocena funkgiji odlegtosci Sheparda byta na tyle bliska jednosci, ze przyje-
to, iz obiekty te sg efektywne.

' Nalezy pamietac, ze wszystkie interpretacje dokonywane sg przy zatozeniu ustalonych na po-
ziomie zaobserwowanym wartosci srodkow trwatych oraz liczby pracownikédw naukowo-dydaktycz-
nych i pozostatych.

6 Mimo to rozktad empiryczny nie jest zblizony do symetrycznego, gtéwnie ze wzgledu na brak
réwnolicznosci frakcji skrajnych.

7 Mierzone odchyleniem z préby.
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reprezentatywna. Wprawdzie niewielkie rozproszenie moze tu by¢ wynikiem matej
liczno$ci arbitralnie wytonionej grupy, jednak nalezy zauwazy¢, ze inne grupy
o bardzo zblizonej licznosci (UPe, UPrz AWF), charakteryzuja sie znacznie mniej-
szg srednig efektywnoscia, a jednoczesnie wiekszym rozproszeniem ocen.

Na drugim miejscu, ze wzgledu na srednig efektywnos¢, znajduje sie grupa
Uniwersytetéw Technicznych. Jest to bardzo dobry wynik przy tak duzej liczno-
Sci tej grupy — jednoczesnie rozproszenie ocen jest tu rowniez niewielkie w sto-
sunku do wartos$ci $redniej.

Trzecie miejsce zajmujg teoretycznie Uniwersytety, lecz jednoczesnie rozpro-
szenie ocen w tej grupie jest najwieksze. Ponadto, réznica miedzy srednig efek-
tywnoscig grup zajmujgcych miejsca od trzeciego do pigtego jest znikoma. Stad
mozna powiedzie¢, ze Srednia efektywnos¢ Uniwersytetéw, Uniwersytetow Przy-
rodniczych (miejsce 4) oraz AWF-6w (miejsce 5) jest zblizona.

Na koncu stawki znajdujg sie Uniwersytety Pedagogiczne, gdzie mozliwosci
zdobywania $rodkéw na dziatalno$¢ dydaktyczng i naukowg zostaty wykorzysta-
ne Srednio w 75 procentach.

Jak wspomniano w czesci metodycznej, nie mozna wykluczyé, ze aproksy-
manta T zbioru mozliwosci produkcyjnych'® (zob. formuta (5)), wyznaczona na
bazie planéw zaobserwowanych, nie zawiera czesci planéw wykonalnych. Stad
obliczone oceny miernika efektywnosci moga by¢ zawyzone (zob. wzér (8)). Za
pomocg procedury losowania podpréby uzyskano wiec aproksymacje 95-pro-
centowego przedziatu ufnosci dla rzeczywistej wartosci miernika efektywnosci
(zob. wzér (11) oraz dwie, ostatnie kolumny tabeli 2).

W oparciu o autorskg procedure'® napisang w programie Gauss 12.0, wielo-
krotnie przeprowadzono wspomniane losowanie podproby wraz z opisang
wczesniej modyfikacjg wlasng. Zgodnie z zaleceniami zawartymi w literaturze
przedmiotu (zob. np. Simar, Wilson, 2008, s. 467), wykonano 2000 iteracji boot-
strapowych dla kazdego obiektu B = 2000, ktérego ocena funkcji odlegtosci
Sheparda wskazywata na nieefektywno$¢° (éo < 1). Co do sensownosci korek-
ty o obcigzenie, to nalezy zaznaczy¢, ze dla zadnego obiektu uznanego za niee-
fektywny, nie jest spetniony wymagany warunek (zob. wzor (15)), stad korekta ta
nie jest konieczna. Dla porzadku podano jednak wartosci skorygowane dla
wszystkich jednostek w grupie, ktdrych plany zaobserwowane sg nieefektywne
(zob. wzér (14) oraz kolumna trzecia tabeli 2). Obliczono réwniez bootstrapowe
miary rozproszenia (zob. wzory (12)—(13) oraz kolumna czwarta i pigta tabeli 2)
Swiadczgce o doktadnosci estymacji miernika efektywnosci.

'8 Autorzy zdajg sobie sprawe, ze przyjmujac za produkty przychod dydaktyczny i naukowy Uczel-
ni popetniajg pewne naduzycie z punktu widzenia mikroekonomicznej teorii procesu produkcyjnego.

'® Procedura ta wykorzystuje inne procedury zagniezdzone autorstwa Prof. UEK dr hab. Anny Pa-
jor, ktérej autorzy pragng w tym miejscu podziekowac¢ za okazane wsparcie merytoryczne.

20 Jak wspomniano w czesci metodycznej, jedynie dla takich jednostek ten rodzaj bootstrapu nie
ulega degeneracji dajac uzyteczne wyniki.
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TABELA 2. OCENY FUNKCJI ODLEGLOSCI SHEPARDA W PUNKTACH DANYCH,
JEJ WARTOSCI SKORYGOWANE, BOOTSTRAPOWE MIERNIKI ROZPROSZENIA
| PRZEDZIALY UFNOSCI DLA OBIEKTOW NIEEFEKTYWNYCH

0 8, 8, A Bias, L P
0,67877 0,60713 0,06364 0,07165 0,55550 0,67860
0,81313 0,78422 0,02535 0,02891 0,74447 0,81292
0,84974 0,78998 0,07361 0,05976 0,72452 0,84952
0,84885 0,81089 0,03502 0,03796 0,74527 0,84863
0,56070 0,53568 0,02673 0,02503 0,49475 0,56056
0,70189 0,65351 0,06364 0,04838 0,54091 0,70171
0,79097 0,72737 0,07347 0,06360 0,62949 0,79077
0,86889 0,83112 0,03852 0,03777 0,75720 0,86867
0,70898 0,68447 0,03428 0,02452 0,61466 0,70880
0,86374 0,82554 0,03489 0,03820 0,76110 0,86352
0,97988 0,96769 0,00982 0,01218 0,96052 0,97962
0,62405 0,59360 0,03673 0,03045 0,53303 0,62389
0,61561 0,56684 0,05431 0,04877 0,50274 0,61545
0,68585 0,60038 0,07508 0,08547 0,53776 0,68567
0,78955 0,76313 0,02858 0,02642 0,70995 0,78935
0,97348 0,96032 0,01166 0,01317 0,94825 0,97323
0,81362 0,77141 0,03427 0,04220 0,72720 0,81341
0,73696 0,60921 0,10660 0,12774 0,54640 0,73677
0,86663 0,78928 0,04963 0,07735 0,75336 0,86640
0,73051 0,69897 0,03888 0,03154 0,63135 0,73032
0,65883 0,60880 0,05394 0,05002 0,51480 0,65866
0,86544 0,82726 0,02858 0,03819 0,78568 0,86522
0,88492 0,84753 0,03355 0,03739 0,78513 0,88470
0,98186 0,96969 0,00731 0,01218 0,96467 0,98161
0,78992 0,73559 0,05613 0,05433 0,64646 0,78971
0,79383 0,70761 0,07551 0,08621 0,63319 0,79362
0,95504 0,92673 0,01768 0,02832 0,91351 0,95479
0,82555 0,78974 0,05002 0,03580 0,68430 0,82534
0,95018 0,92504 0,02175 0,02514 0,90439 0,94993
0,95220 0,93171 0,02185 0,02049 0,90788 0,95196
0,69593 0,51622 0,14082 0,17971 0,48777 0,69575
0,81915 0,75056 0,06716 0,06859 0,67380 0,81894
0,83262 0,78279 0,06280 0,04983 0,69597 0,83240
0,81479 0,71201 0,08549 0,10278 0,66667 0,81457
0,58881 0,47984 0,10892 0,10898 0,38822 0,58866
0,91214 0,88606 0,02380 0,02609 0,84330 0,91191
0,71161 0,66506 0,04306 0,04655 0,59024 0,71143
0,79916 0,76182 0,03546 0,03734 0,71149 0,79895
0,66403 0,64720 0,02031 0,01683 0,58983 0,66386
0,80026 0,75737 0,05136 0,04288 0,64577 0,80005
0,95469 0,93313 0,01702 0,02156 0,91227 0,95444
0,94292 0,90698 0,02654 0,03593 0,89090 0,94267
0,78004 0,67619 0,09685 0,10385 0,61161 0,77984
0,70906 0,61329 0,09693 0,09577 0,50622 0,70888
0,85323 0,80838 0,04779 0,04485 0,73040 0,85301
0,77135 0,72249 0,04774 0,04886 0,64644 0,77116
0,71106 0,64979 0,06446 0,06127 0,54087 0,71088

Zrédio: opracowanie wiasne.
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Na mocy konstrukcji, asymptotyczne, bootstrapowe przedziaty ufnosci znajdu-
ja sie ponizej oceny miernika efektywnosci, czyli tam, gdzie spodziewamy sie
jego prawdziwej wartosci. Skorygowana ocena miernika stanowi asymptotycznie
nieobcigzong estymate jego rzeczywistej wartosci, nalezacg zwykle?' do odpo-
wiedniego bootstrapowego przedziatu ufnosci. W tym sensie jest ona wiec bar-
dziej sensowng propozycjg oceny miernika niz ocena wyjsciowa. Nalezy jednak
w dalszym ciggu pamietaé, ze wartosci skorygowane estymatora, wobec nie
spetnienia warunku (15), charakteryzujg sie wigkszym rozproszeniem?? niz war-
tosci wyjsciowe.

Na rysunku 2 zilustrowano asymptotyczne, boostrapowe przedziaty ufnosci
oraz skorygowane wartosci miernika efektywnosci.

Rysunek 2. Asymptotyczne, bootstrapowe przedziaty ufnosci oraz skorygowane
oceny funkcji odlegto$ci Sheparda dla jednostek nieefektywnych

0,9 Ml t l.!-

0,8 i_l, L
0,7 |

| t}r II}\. r ||
R S
L L skorygowane
O,6| |[| | | V8
0,5 I.
0,4 Trrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrri
N N 0 O N I NS O 1N O < NN dn AN O N S O
5D OO d A ddkFEFEEFEAA AW 00 0 NNNLL L WL
DDODDDODDODDODDODDOkEEEDaFgTa =2
> D D >>3>553555z%z =%

Zrédio: opracowanie wiasne.

Widoczne jest, iz szerokos¢ przedziatdow ufnosci jest dosé zréznicowana, przy
tym z samej ich konstrukcji wynika, ze te dla obiektow o wysokiej efektywnosci
sg zwykle wezsze. Na uwage zastuguje natomiast duza doktadno$¢ szacunku
w odniesieniu do rzeczywistej wartosci miernika efektywnosci dla stosunkowo
mato efektywnych obiektow. Przyktadowo, ocena wyjSciowa i skorygowana
miernika efektywnosci dla bardzo nieefektywnej jednostki U8 wynosi odpowied-
nio okoto 0,561 i 0,536, a przedziat ufnosci postaci [0,49475; 0,56056] ma nie-
wielkg szerokosc¢ (zob. rysunek 2).

21 W tym badaniu empirycznym tak rzeczywiscie jest, nie ma jednak teoretycznie takiej gwaranciji.
22 Mierzonym btedem sredniokwadratowym — zob. komentarz pomiedzy wzorami (14) i (15).
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Warto na tym przyktadzie przedyskutowaé, jakg dodatkowg informacje wnosi do
analizy wykorzystana metoda bootstrapowa. Korzystajgc z deterministycznej wersji
metody DEA (program (7)) uzyskuje sie jedynie wyjéciowg, obcigzong ocene mier-
nika, z ktérej wynika, iz jednostka U8 wykorzystuje swoje mozliwosci w zakresie
pozyskiwania $rodkéw na dziatalno$¢ dydaktyczng i naukowa jedynie w okoto
56,1%. Tymczasem, korzystajgc z losowania podpréby bierze sie pod uwage nie-
pewnos¢ zwigzang z faktem, iz zbidr ,rozpiety” na wszystkich planach wykonalnych
zaobserwowanych jest jedynie podzbiorem rzeczywistego zbioru mozliwosci pro-
dukcyjnych. Jego rzeczywista efektywnos¢ moze by¢ wiec jeszcze nizsza, a z prze-
prowadzonej analizy wynika, Zze z wysokim prawdopodobienstwem?? znajduje sie
ona w przedziale [0,49475; 0,56056]. Podobng informacje niesie ze sobg asympto-
tycznie nieobcigzona ocena skorygowana, ktora sugeruje, ze wspomniane wcze-
$niej mozliwosci obiektu zostaty wykorzystane jedynie w okoto 53,6%.

Powstaje problem, czy w takim razie w analizie efektywno$ci lepiej jest korzy-
sta¢ z ocen wyjsciowych czy skorygowanych. Wady i zalety obu rozwigzarh omo-
wiono juz wczesniej. W tym miejscu warto jedynie podkresli¢, ze rankingi obiektow
ustalone przez oba rodzaje ocen nie sg identyczne. W badaniu empirycznym
przedstawionym w tej pracy odpowiedni wspotczynnik korelacji rangowej wynosi
0,987. Oznacza to, ze wspomniane rankingi sg bardzo zblizone, ale nie sg iden-
tyczne. Najwieksza réznica pomiedzy miejscami w obu rankingach wystepuije dla
jednostki UPe4, ktdéra w rankingu ustalonym przez oceny skorygowane znajduje
sie o osiem lokat nizej, niz w rankingu ustalonym przez oceny wyjsciowe.

Ponadto, nalezy zaznaczyé, ze na mocy swej konstrukcji, oceny skorygowane
sg zawsze nizsze od wyjsciowych. Brak identycznosci rankingbw moze prowa-
dzi¢ do znaczacych zmian w ocenie efektywnosci obiektéw. Dla zilustrowania
tego faktu warto poréwnac histogram ocen skorygowanych (rysunek 3) z histo-
gramem ocen wyjsciowych (rysunek 1).

Rysunek 3. Histogram ocen skorygowanych funkcji odlegtosci Sheparda
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Zrédio: opracowanie wiasne.

23 Asymptotycznie, przy n, B — o, byloby to prawdopodobienstwo 0,95 (przyjeto poziom istotno-
Sci a = 0,05).
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Oczywiscie ten pierwszy jest przesuniety bardziej w lewo (nizsza efektywno$c¢
obiektow), jednak nieco inna jest rowniez liczno$¢ wigkszosci?* odpowiednich
klas.

6. WNIOSKI

Wyniki przeprowadzonych badan wskazujg, ze efektywno$¢ pozyskiwania
Srodkéw na dziatalno$¢ dydaktyczng i naukowa jest dos¢ wysoka dla wiekszo-
$ci® uczelni publicznych nadzorowanych przez MNiSW. Dwanascie jednostek
jest w petni efektywnych, a frakcje jednostek silnie nieefektywnych sg stosunko-
wo nieliczne (zob. rysunek 1).

Nalezy jednak pamietacd, ze ze wzgledu na to, iz nie wszystkie plany wykonal-
ne sg obserwowalne, uzyskane oceny efektywnosci mogg by¢ zawyzone. Stad
kluczowa jest rola procedury losowania podproby, ktdra pozwolita oszacowaé
doktadnos¢ przeprowadzonej estymacji efektywnosci. W szczegdélnosci uzyska-
no aproksymacje przedziatu ufnosci dla rzeczywistej wartosci miernika efektyw-
nosci w odniesieniu do kazdego z badanych obiektéw.

Warto zaznaczy¢, ze w niniejszej pracy zostata ona, wg wiedzy autorow, za-
stosowana po raz pierwszy w orientacji na produkty oraz w odniesieniu do jed-
nostek edukacyjnych, co jest niewatpliwg wartoscig dodana niniejszego artykutu.
W przysziosci planuje sie przeprowadzenie badania efektywnosci uczelni pu-
blicznych w sferze dydaktycznej i naukowej za pomocg innych kategorii produk-
téw dydaktycznych i naukowych oraz alternatywnego narzedzia, jakim jest gra-
niczna funkcja kosztu krétkookresowego.

Interesujgce bytoby réwniez wyznaczenie zewnetrznych czynnikéw wptywa-
jacych na efektywnos¢ uczelni publicznych, np. za pomocg modelu tobitowego
oraz wzigcie pod uwage niepewnosci, zmiennosci zwigzanej z zebranymi da-
nymi2e,
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ANEKS 1.
Szkoly wyzsze przyjete do badania empirycznego.

Szczegotowa lista 59 uczelni wraz z przypisanym skrotem: U1 — Uniwersytet
Warszawski, U2 — Uniwersytet w Bialymstoku, U3 — Uniwersytet Gdanski, U4 —
Uniwersytet im. Adama Mickiewicza w Poznaniu, U5 — Uniwersytet Jagiellonski
w Krakowie, U6 — Uniwersytet t6dzki, U7 — Uniwersytet M. Curie-Sktodowskiej
w Lublinie, U8 — Uniwersytet M. Kopernika w Toruniu, U9 — Uniwersytet Opolski,
U10 — Uniwersytet Szczecinski, U11 — Uniwersytet Slaski w Katowicach, U12 —
Uniwersytet Rzeszowski, U13 — Uniwersytet Warminsko-Mazurski w Olsztynie,
U14 — Uniwersytet Wroctawski, U15 — Uniwersytet Kardynata S. Wyszynskiego
w Warszawie, U16 — Uniwersytet Zielonogorski, U17 — Uniwersytet K. Wielkiego
w Bydgoszczy, U18 — Uniwersytet Jana Kochanowskiego w Kielcach, UT1 —
Zachodniopomorski Uniwersytet Technologiczny w Szczecinie, UT2 — Politech-
nika Warszawska, UT3 — Politechnika Biatostocka, UT4 — Akademia Technicz-
no-Humanistyczna w Bielsku-Biatej, UT5 — Politechnika Czestochowska, UT6 —
Politechnika Gdanska, UT7 — Politechnika Slgska w Gliwicach, UT8 — Politech-
nika Swietokrzyska w Kielcach, UT9 — Politechnika Koszalinska, UT10 — Poli-
technika Krakowska im. T. Kos$ciuszki, UT11 — Akademia Goérniczo-Hutnicza im.
St. Staszica w Krakowie, UT12 — Politechnika Lubelska, UT13 — Politechnika
tédzka, UT14 — Politechnika Opolska, UT15 — Politechnika Poznanska, UT16 —
Uniwersytet Technologiczno-Humanistyczny im. Kazimierza Putaskiego w Ra-
domiu, UT17 — Politechnika Rzeszowska im. |. tukasiewicza, UT18 — Politech-
nika Wroctawska, UE1 — Uniwersytet Ekonomiczny w Katowicach, UE2 — Uni-
wersytet Ekonomiczny w Krakowie, UE3 — Uniwersytet Ekonomiczny w Pozna-
niu, UE4 — Szkota Gtéwna Handlowa w Warszawie, UE5 — Uniwersytet Ekono-
miczny we Wroctawiu, UPe1 — Akademia Pedagogiki Specjalnej im. M. Grzego-
rzewskiej w Warszawie, UPe2 — Akademia im. J. Dlugosza w Czestochowie,
UPe3 — Uniwersytet Pedagogiczny im. Komisji Edukacji Narodowej w Krakowie,
UPe4 — Akademia Pomorska w Stupsku, UPe5 — Uniwersytet Przyrodniczo-Hu-
manistyczny w Siedlcach, UPrz1 — Szkofta Gtéwna Gospodarstwa Wiejskiego
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w Warszawie, UPrz2 — Uniwersytet Technologiczno-Przyrodniczy im. J. i J.
Sniadeckich w Bydgoszczy, UPrz3 — Uniwersytet Rolniczy im. H. Kottgtaja
w Krakowie, UPrz4 — Uniwersytet Przyrodniczy w Lublinie, UPrz5 — Uniwersytet
Przyrodniczy w Poznaniu, UPrz6 — Uniwersytet Przyrodniczy we Wroctawiu,
AWF1 — Akademia Wychowania Fizycznego i Sportu im. J. Sniadeckiego
w Gdansku, AWF2 — Akademia Wychowania Fizycznego im. J. Kukuczki w Ka-
towicach, AWF3 — Akademia Wychowania Fizycznego im. Br. Czecha w Krako-
wie, AWF4 — Akademia Wychowania Fizycznego im. E. Piaseckiego w Pozna-
niu, AWF5 — Akademia Wychowania Fizycznego J. Pitsudskiego w Warszawie,
AWF6 — Akademia Wychowania Fizycznego we Wroctawiu, ChAT — Chrzesci-
janska Akademia Teologiczna w Warszawie.

EFEKTYWNOSC POZYSKIWANIA SRODKOW NA DZIALALNOSC
DYDAKTYCZNA | NAUKOWA W PUBLICZNYM SZKOLNICTWIE
WYZSZYM W POLSCE

Streszczenie

W artykule oszacowano efektywno$¢ 59 publicznych szkét wyzszych w Pol-
sce w zakresie pozyskiwania $rodkéw na dziatalno$¢ dydaktyczng i naukowg
w 2015 roku nieparametryczng metodg DEA. Zastosowano model BCC zorien-
towany na produkty. W pracy wykorzystano rowniez procedure losowania pod-
proby (subsampling) w celu oszacowania doktadno$ci dokonanego wczesniej
pomiaru efektywnosci. Dwana$cie uczelni okazato sie w peini efektywnymi we
wspomnianym zakresie, za$ $rednia efektywno$c jest dos¢ wysoka i zblizona do
mediany.

Stowa kluczowe: szkolnictwo wyzsze, efektywno$¢, DEA, podprébkowanie

EFFICIENCY OF RAISING OF THE FUNDS FOR THE DIDACTIC
AND SCIENTIFIC ACTIVITY IN PUBLIC HIGHER EDUCATION IN POLAND

Abstract

The article estimates the efficiency of 59 public higher education institutions in
Poland in rising of funds for didactic and scientific activity in 2015 using non-
parametric DEA method. We used output-oriented BCC model. The work also
uses the subsampling procedure to assess the accuracy of the previously per-
formed efficiency measurement. Twelve universities turned out to be fully effi-
cient in the above-mentioned scope, while the average efficiency is quite high
and close to the median.

Keywords: higher education, efficiency, DEA, subsampling



DOI: 10.5604/01.3001.0014.0609 PRZEGLAD STATYSTYCZNY
TOM LXV — ZESZYT 4 — 2018

Marcin SALAMAGA

Segmentacja rynkéw zagranicznych
z wykorzystaniem metody CMS i analizy skupien?

1. WPROWADZENIE

Segmentacja rynkoéw zagranicznych jest z perspektywy eksporterow jednym
z kluczowych elementéw badania rynkéw miedzynarodowych. Polega ona na
podziale catosciowego rynku na wzglednie jednorodne elementy (subrynki).
W zaleznosci od szczegdtowego celu i przyjetego kryterium badania, segmenta-
cji mogg podlegac kraje (tzw. makrosegmentacja), regiony (tzw. mezosegmen-
tacja) lub produkty, czy konsumenci (mikrosegmentacja) (Wedel, Kamakura,
1998; Hall, 1996; Gesteland, 2000). Celem segmentacji konsumentéw moze by¢
na przyktad wyodrebnienie grup klientébw o podobnych preferencjach, potrze-
bach i mozliwosciach zakupu okreslonych towaréw i ustug. Segmentacja rynkéw
zagranicznych przynosi przedsiebiorstwom poszukujgcym nowych rynkéw sze-
reg wymiernych korzysci, a w szczegolnosci pozwala dostosowaé produkt i na-
rzedzia oddziatywania do potrzeb konsumentéw oraz umozliwia uzyskanie mie-
dzynarodowej przewagi konkurencyjnej. Taki efekt segmentacja pozwala osia-
gnaé dzieki rozpoznaniu mozliwosci dziatania na rynku, okresleniu wtasciwych
kierunkéw rozwoju produktu i projektowaniu strategii odpowiednich do okreslo-
nych segmentow (Duliniec, 1994).

W literaturze przedmiotu istniejg rézne koncepcje segmentacji rynkéw zagra-
nicznych. Dominujg zwtaszcza dwa podejscia: analizy portfelowe post hoc,
a priori i mieszane wykorzystujgce zmienne profilowe rynku (Wind, 1978; Green,
1977; Rao, Wang, 1995; Sobczak, 2010) oraz hierarchiczne podejscie tancu-
chowe $rodkow i celow nastawione na badanie preferenciji i motywoéw konsu-
mentow (Young, Feigin, 1975; Gutman, 1977).

W praktyce czesto stosowane podejscie segmentacji hybrydowej jest pota-
czeniem podejscia a priori i post hoc. Polega ono najczesciej na makrosegmen-
tacji a priori, a otrzymane makrosegmenty poddawane sg nastepnie metodom
grupowania w celu poszukiwania homogenicznych skupien wewnatrz makro-
segmentoéw (Dolnicar, 2004; Hassan, Craft, 2005; Walesiak, Bak, 2000). Seg-

" Uniwersytet Ekonomiczny w Krakowie, Wydziat Zarzadzania, Katedra Statystyki, ul. Rakowicka
27, 31-510 Krakow, Polska, e-mail: salamaga@uek.krakow.pl.

2 Praca zostata sfinansowana ze $rodkéw przyznanych Wydziatowi Zarzadzania Uniwersytetu
Ekonomicznego w Krakowie, w ramach dotacji na utrzymanie potencjatu badawczego.
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mentacje rynkéw zagranicznych przeprowadza sie do$¢ czesto w obrebie okre-
slonej branzy towardw i ustug, gatezi gospodarki, np. w obrebie rolnictwa, prze-
mystu przetworczego a rzadziej w zakresie catego eksportu/importu (Aytag i inni,
2017; Bolton, Myers, 2003; Krause i inni, 1995; Lee i inni, 2012; Moeini i inni,
2012; Nakip i inni, 2015). W procesie segmentacji uwzglednia sie jednoczes$nie
nie tylko czynniki makroekonomiczne, mikroekonomiczne, ale takze behawioral-
ne, demograficzne, kulturowe, geograficzne itp. (Hassan, Craft, 2012). Do rzad-
kosci nalezg podejscia koncentrujgce sie jedynie na waskiej grupie czynnikéw
(Reed, Salvacruz, 1994). Stosowane sg przy tym rézne techniki wyodrebniania
jednorodnych rynkéw, jak hierarchiczne i niehierarchiczne metody analizy sku-
pien, analiza czynnikowa i analiza gtéwnych skladowych, analiza dyskrymina-
cyjna czy taksonomia porzadkowa (Aytag i inni, 2017; Bolton, Myers, 2003; Has-
san, Craft, 2012; Krause i inni, 1995; Lee i inni, 2012; Moeini i inni, 2012; Nakip
i inni, 2015). Zakres terytorialny analizy jest takze mocno zréznicowany i w za-
leznosci od celéw badania obejmuje wybrane kontynenty, miedzynarodowe
ugrupowania gospodarcze jaki i caty sSwiat.

W istniejgcych teoretycznych koncepcjach segmentacji rynkéw, a takze w ba-
daniach empirycznych z tego zakresu brakuje spojnego podejscia, ktére uwzgled-
niatoby wktad réznych efektéw z jednej strony wynikajgcych z obrotéw w handlu
zagranicznym, a z drugiej strony ksztattujgcych te obroty. Tymczasem znajomosc¢
udziatu w obrotach handlowych czynnikéw odpowiedzialnych za chtonno$c¢, po-
jemnosé, atrakcyjno$¢ geograficzng, oraz konkurencyjnosci rynku moze by¢ in-
formacjg kluczowg przy wyborze rynku przez eksportera.

W niniejszym artykule zaproponowano nowe podejscie do segmentacji ryn-
kéw zagranicznych post hoc wykorzystujgce efekty zmian obrotéw w handlu
zagranicznym wyznaczone na podstawie modelu statych udziatéw w rynku (ang.
Constant Market Share — CMS). Odpowiednie przeksztatcenie tych efektéw
umozliwia wykorzystanie modelu CMS do oceny atrakcyjnosci samych rynkéw
(zgodnie z koncepcjg twércow modelu CMS stuzy on zasadniczo do badania
pozycji przedsiebiorstw na rynkach miedzynarodowych). Wyodrebnienie seg-
mentoéw rynkowych na bazie przedmiotowych efektéw uzyskano stosujgc analize
skupien. Celem artykutu jest zaproponowanie nowej metody segmentacji rynkéw
oraz zastosowanie jej na przykfadzie krajow UE. W obliczeniach zastosowano
dane pochodzgce z Eurostatu z bazy Comext zawierajgcej informacje
o handlu zagranicznym panstw UE. W analizie uwzgledniono dane z lat 2015
i 2016 o eksporcie towarow sklasyfikowanych zgodnie z nomenklaturg Miedzy-
narodowej Standardowej Klasyfikacji Handlu.

2. METODA SEGMENTACJI RYNKOW ZAGRANICZNYCH
Przyjeta w tym artykule procedura segmentacji rynkéw stanowi potgczenie

modelu statych udziatéw w rynku (Tyszynski, 1951; Leamer, Stern, 1970) oraz
analizy skupien. Podstawg modelu CMS s3 trzy macierze: X(®) — macierz warto-
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$ci eksportu w okresie podstawowym, X('— macierz warto$ci eksportu w okresie
badanym i R — macierz wskaznikéw dynamiki handlu. Specyfikacja macierzy jest
nastepujgca:

X(O) = [xi(jp)]mxn' X(t) - [xi(fF)]mxn’R - [rij]mxn'

gdzie

xl.(]f’) — warto$é eksportu j-tego produktu do i-tego kraju w okresie bazowym,

xl.(]?) — wartosc¢ eksportu j-tego produktu do i-tego kraju w okresie badanym,

r;; — wskaznik dynamiki eksportu w zakresie j-tego produktu na i-tym rynku,
n — liczba partneréw handlowych (rynkéw),
m — liczba towarow (grup towarowych, branz itp.).

W swoim pierwotnym modelu Tyszyriski zdekomponowat zmiane udziatu
okreslonego kraju w eksporcie swiatowym na dwa elementy: czynnik struktural-
ny i czynnik wyrazajgcy konkurencyjnosé. Z czasem model ten ulegat modyfika-
cjom i aktualnie najbardziej znana jest jego rozbudowana wersja zaproponowa-
na przez Leamera, Sterna (1970). Zgodnie z podang przez nich formutg zmiane
wartosci eksportu pomiedzy okresem badanym i okresem bazowym mozna zde-
komponowa¢ na nastepujgce 4 sktadowe:

i i I ]

gdzie:

AX — zmiana warto$ci eksportu w okresie badanym w stosunku do okresu ba-

zowedo,

X.. — catkowita warto$¢ eksportu wszystkich towaréw na wszystkich rynkach
w okresie bazowym,

r — wskaznik dynamiki zmian eksportu wszystkich towaréw na wszystkich
rynkach,

r;  — wskaznik dynamiki zmian eksportu wszystkich towaréw na i-tym rynku.

W kolejnosci zapisu reprezentujg one nastepujace efekty: popytu swiatowego,
struktury towarowej, struktury przestrzennej i konkurencyjnosci. Przedmiotowy
model stuzy do oceny pozycji przedsiebiorstwa, czy kraju dziatajgcego na wielu
rynkach miedzynarodowych i w zakresie wielu towaréw. Model Leamera-Sterna-
-Tyszyhskiego mozna rozpatrywac w ujeciu rynkéw zagranicznych jak i w ujeciu
grup towarowych. W niniejszym opracowaniu skupiono sie na tym pierwszym
ujeciu. Dla kazdego rynku zmiane eksportu mozna przedstawi¢ nastepujgco
(Mynarski, 2001):
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m m m UL
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Dla i-tego rynku efekty czgstkowe sg nastepujace:
= © — efekt popytowy; odzwierciedlajgcy wptyw popytu
(r—l)inj Swiatowego na obroty w handlu zagranicznym.
j=1 Dodatnia wartos¢ tego efektu oznacza korzystng
koniunkture na rynku,
S — efekt struktury geograficznej; pokazuje wplyw zréz-
(i - DleJ nicowania rynkowego na zmiane eksportu. Dodat-
j=1 nia wartos¢ tego efektu sSwiadczy o atrakcyjnosci
geograficznej danego rynku,

m © m o) efekt struktury towarowej, pokazuje wptyw zrozni-

ZTL’;XU _rizxij cowania asortymentowego na obroty w handlu

j=1 j=1 zagranicznym. Dodatni wynik tego efektu oznacza
prawidtowg strukture asortymentowg na danym
rynku,

m m m — efekt konkurencji, odzwierciedla wptyw konkuren-

in(jt) _Zrijzxi(;)) cyjnosci kraju- eksportera. Dodatnia warto$¢ tego

j=1 j=t  j=1 efektu wskazuje na wzglednie wysoka konkuren-
cyjnos¢ eksportowanych towardéw.

W przyjetej metodyce badawczej obliczone efekty dla kazdego z rynkéw zo-
staty nastepnie wykorzystane do oceny wzglednej atrakcyjnosci rynkéw poprzez
obliczenie $rednich udziatow efektéw w imporcie kazdego importera na dany
rynek. Usrednione wartosci udziatéw efektdw pozwolg oceni¢ z perspektywy
przecigtnego eksportera®:

— czy koniunktura na danym rynku jest korzystna,

— czy rynek jest atrakcyjny pod wzgledem lokalizacji przestrzenne;j,

— czy na rynku tatwo jest uzyska¢ prawidtowg strukture asortymentowg towardw,
— czy na rynku tatwo jest konkurowaé w zakresie okre$lonej grupy towarowej.

3 Aby unikngé nieporozumien w zakresie terminéw importer i eksporter, w artykule przyjeto umo-
we, ze jesli punktem odniesienia jest okreslony rynek, to zewnetrzni partnerzy handlowi, ktérzy
dostarczajg towary na ten rynek bedg nazywani importerami. Jesli natomiast punktem odniesienia
beda przedsigbiorstwa poszukujgce rynkéw zbytu, to w artykule sg nazwani eksporterami. W niniej-
szych badaniach eksporterami/importerami sg kraje UE, zatem pod pojeciem import nalezy rozumie¢
zakupy wewnatrzwspdlnotowe, a pod pojeciem eksport — sprzedaz wewngtrzwspoélnotows.
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Dodatni udziat odpowiedniego efektu w catkowitym imporcie z okreslonego
kierunku bedzie wskazywat na atrakcyjno$¢ rynku w aspekcie, ktérego dotyczy
ten efekt (np. koniunktury sSwiatowej, dopasowania struktury asortymentowej czy
tatwosci konkurowania na danym rynku). W konsekwencji dodatni efekt wyjasnia
wzrost importu na dany rynek. Ujemny udziat okreslonego efektu w imporcie
wskazuje na nieatrakcyjnosé rynku w danym aspekcie i skutkuje spadkiem im-
portu z okreslonego kierunku. Nalezy podkresli¢, ze zaproponowane tu wyko-
rzystanie efektow obliczonych modelem Leamera-Sterna-Tyszynskiego nie jest
typowe, bo model zostat skonstruowany do oceny dziatan eksporterow, ale jak
pokazano, odpowiednia modyfikacja obliczonych efektéw umozliwia takze ocene
atrakcyjnosci samych rynkéw przeznaczenia eksportu. Drugim etapem propo-
nowanej procedury segmentacji jest przeprowadzenie analizy skupien rynkéw
zagranicznych wedtug przyjetych wskaznikow atrakcyjnosci rynkéw (udziatow
efektéw w imporcie przecietnego importera). Postuzono sie tutaj metodg Warda,
ktéra jest relatywnie czesto wykorzystywana réwniez w segmentacji rynkéw
zagranicznych (Sobczak, 2010), a jej efektywnos¢ zostata dowiedziona w licz-
nych badaniach (Grabinski, Sokotowski, 1984; Sokotowski, 1992; Strahl, 2006).
Analizie segmentacji poddano kraje UE w zakresie grup produktéw sklasyfiko-
wanych na dwucyfrowym poziomie dezagregaciji Miedzynarodowej Standardo-
wej Klasyfikacji Handlu (ang. Standard International Trade Classiffication —
SITC). Badanie byto przeprowadzone osobno dla czterech grup towaréw o réz-
nym poziomie nasycenia czynnikami produkciji.

Segmentacje wykonano wiec dla nastepujgcych produktow (Misala, Plucinski,
2000):

— surowcochtonnych (SITC nr 0, 2-26, 3-35, 4, 56),

— pracochtonnych (SITC nr 26, 6-62-67—-68, 8—87-88),

— kapitatochtonnych (SITC nr 1, 35, 53, 55, 62, 67, 68, 78),

— technologicznie intensywnych (SITC nr 51, 52, 54, 57-59, 7-75-76-78, 87,

88).

3. WYNIKI BADAN

Zamiana wartosci eksportu kazdego z 28 krajow UE (eksporteréw) zostata
zdekomponowana na 4 skladowe efekty wyodrebnione w uktadzie rynkowym
zgodnie ze wzorem 2. Rynkami przeznaczenia eksportu kazdego kraju UE byty
rynki zbytu pozostatych 27 panstw UE.

Nastepnie dla kazdego z rynkéw obliczono udzialy efektéow (metodg CMS)
w wartosciach importu pochodzgcego od kazdego kraju—importera z UE. Ogding
ocene atrakcyjnosci ex post poszczegolnych rynkéw (krajow UE) dla wszystkich
grup towarowych ustalono na podstawie wartosci przecietnych udziatéw tych
efektow w imporcie na dany rynek w przeliczeniu na jednego importera w 2016 r.
(por. tabela 1).
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Tabela 1. SREDNI UDZIAL EFEKTOW MODELU CMS W IMPORCIE (W %)
DLA POSZCZEGOLNYCH KRAJOW UE W PRZELICZENIU NA JEDNEGO IMPORTERA W 2016 R.

Efekt
Kraj—rynek popytu Efekt str_uktury Efekt struktgry Efekt konkurencji
Swiatowego geograficznej towarowe;j
Austria ..o 2,58 3,52 2,29
Belgia .....coeviiiiieiee -3,33 6,67 17,73
Bulgaria ......cococeiiii -3,49 5,30 16,85
Chorwagja ... -3,41 8,09 23,96
Cypr ..ccoeeee. -11,59 10,83 13,82
CzeChy oo 6,02 1,98 27,40
Dania .....ccooveviieeeeee e 2,76 1,14 -5,42
Estonia ..... 0,74 8,41 121,50
Finlandia .. -3,03 2,86 7,49
Francja ..... -0,99 2,58 23,31
Niemcy ..... -2,46 3,21 3,21
Grecja ...... 5,00 -0,80 1,29
Wegry ....... 4,39 2,95 2,84
Irlandia ..... 0.34 -14,16 10,16 7,72
Wiochy ..... ’ 4,95 0,29 8,20
totwa ... -8,58 4,98 8,80
Litwa ....occveeene 6,72 2,90 4,64
Luksemburg ... —4,53 4,85 9,15
Malta ...ooooieeiiee e 6,94 4,98 29,12
Holandia ........cccooeiieiiiiiiiieeee -2,67 3,02 6,99
Polska ......... 8,22 2,75 13,26
Portugalia .... 5,54 2,31 2,49
Rumunia 6,71 6,71 70,62
Stowacja -9,14 10,03 3,09
Stowenia 1,72 3,49 141,75
Hiszpania .... 5,95 1,61 6,86
SZWECA .o 8,50 1,21 3,45
Wielka Brytania ..........cccccceeviieeennns 1,67 3,00 4,47

Zrédio: opracowanie wiasne na podstawie danych z Eurostatu.

Analizujgc efekt geograficzny na poszczegdlnych rynkach mozna stwierdzié,
ze najbardziej atrakcyjnym rynkiem do inwestowania jest Szwecja (efekt geogra-
ficzny wyjasnia tu okoto 8,5% importu pochodzgcego od przecietnego importera
z UE), a w dalszej kolejnosci jest to Polska (z udziatem efektu geograficznego
w imporcie wynoszacym 8,2%).

Z kolei najmniej atrakcyjnymi rynkami dla europejskich importeréw (z ujem-
nymi wskaznikami efektu geograficznego) okazaty sie Irlandia i Cypr. Z drugiej
natomiast strony na Cyprze i w Irlandii najtatwiej mozna byto uzyska¢ prawidto-
wg strukture asortymentowg (na Cyprze efekt struktury towarowej byt najwyzszy
i stanowit okoto 10,83% przecietnego importu z kraju UE). Najtrudniej prawidto-
wa strukture asortymentowg mozna byto uzyska¢ w Grecji i we Wioszech. Najta-
twiejszym krajem do konkurowania towarami okazata sie Stowenia (efekt konku-
rencji wyjasdnia tu okoto 141,8% importu przecietnego eksportera), a w dalszej
kolejnosci — Estonia. Najtrudniejszym krajem do konkurowania okazata sie da-
nia, a w dalszej kolejnosci — Grecja. Reasumujgc mozna stwierdzi¢, ze badane
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rynki wykazujg spore zréznicowanie zaréwno w obrebie obliczonych efektéw, jak
i pomiedzy efektami. Nalezy tez zwrdci¢ uwage na niezgodno$¢ uporzgdkowan
krajow UE w zakresie niektorych efektéw. Przyktadowo wspotczynnik korelaciji
rangowej Spearmana pomiedzy wzglednymi efektami geograficznymi i towaro-
wymi wynosi —0,63 (p < 0,01), co oznacza, ze wraz ze wzrostem atrakcyjnosci
geograficznej rynkoéw, przecietnie coraz trudniej na nich uzyska¢ pozadang
strukture asortymentowg towaru. Ujemny jest takze wspotczynnik korelacji ran-
gowej obliczony pomiedzy wzglednymi efektami geograficznymi i konkurencyj-
nosci (r¢ = —0,08;p > 0,1).

Ze wzgledu na duze zréznicowanie rodzajéw towaréw w handlu zagranicz-
nym, zdecydowano sie na przeprowadzenie segmentacji rynkdbw osobno w gru-
pach towaréw o réznym stopniu nasycenia czynnikami produkcji. Tego typu
segmentacja rynkéw wydaje sie wazna zwlaszcza z punktu widzenia eksporte-
réw wyspecjalizowanych w handlu okreslonego rodzaju towarami. W przedmio-
towej segmentacji wykorzystano metode Warda z odlegtoscig euklidesowa.
Rynki UE grupowano ze wzgledu na udziat poszczegoélnych efektéw w imporcie
przecietnego importera, a wyniki analizy skupien w obrebie towaréw o réznym
stopniu nasycenia czynnikami produkcji sg widoczne na dendrogramach przed-
stawionych na rysunkach 1-4. W ustaleniu optymalnej liczby skupierh postuzono
sie kryterium przyrostu pierwszej wyraznej odlegtosci aglomeracyjnej. W efekcie
dendrogram na rysunku 1 odcieto na wysokosci wigzania wynoszacej 18, co
dato szes¢ skupien (segmentéw rynkowych), a w przypadku pozostatych den-
drograméw byto to pie¢ segmentow.

Rysunek 1. Wyniki grupowania rynkéw UE metodg Warda
w zakresie towarow surowcochtonnych
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Zrédio: opracowanie wiasne na podstawie danych z Eurostatu.
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Sktad segmentéw rynkoéw towardw surowcochtonnych wyodrebnionych na
podstawie dendrogramu z rysunku 1 jest nastepujacy:
— segment 1: Stowenia, Rumunia, Francja,
— segment 2: Malta, Luksemburg, Chorwacja,
— segment 3: Polska, Estonia, Czechy,
— segment 4: Wielka Brytania, Portugalia, £otwa, Bulgaria,
— segment 5: Szwecja, Wiochy, Holandia,
— segment 6: reszta krajow UE.

W celu charakterystyki wyr6znionych segmentéw postuzono sie $rednimi po-
ziomami udziatow efektéw w imporcie do poszczegdlnych segmentéw w przeli-
czeniu na przecietnego importera w 2016 r. (tabela 2).

Tabela 2. WARTOSCI UDZ[ALOW EFEKTOW W IMPORCIE PRZECIETNEGO IMPORTERA
WEDLUG SEGMENTOW RYNKOW TOWAROW SUROWCOCHLONNYCH (W %)

Efekt
Nr segmentu popytu Ef;e:t rsg;ilg;t#g Effoﬁztgitgry Efekt konkurencji
Swiatowego geog ) )
T 2,43 3,94 172,92
2 e -0,37 5,74 84,36
3 e 4,90 3,88 53,58
—6,88
Ao -1,08 3,38 9,50
D e 3,47 1,45 5,99
B e -1,28 4,30 5,81

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie danych z Eurostatu.

Z tabeli 2 wynika, ze koniunktura na towary surowcochtonne nie byta ko-
rzystna i efekt popytowy prowadzit do zmniejszania przecietnego importu we
wszystkich segmentach rynku. Segmenty nr 1, 2 i 3 (a zwtaszcza pierwszy
z wymienionych) charakteryzowaty sie szczegdlng tatwosciag w konkurowaniu
towarami réznych importeréw. Ponadto segment nr 2 wyrdzniat sie fatwoscig
w dopasowaniu struktury asortymentowej towaréw surowcochfonnych, a seg-
ment nr 3 (zawierajgcy réwniez Polske) obejmowat rynki przecietnie najbar-
dziej atrakcyjne dla tego typu towaréw. Najtrudniejszymi segmentami do kon-
kurowania w zakresie towaréw surowcochtonnych sg segmenty 5 oraz 6,
a dodatkowo segment nr 6 jest najmniej atrakcyjny dla takich towaréw na tle
pozostatych segmentdéw.

Na rysunku 2 przedstawiono wyniki grupowania rynkow towarow pra-
cochtonnych wedtug udziatéw efektdw w imporcie przecietnego importera
z UE.
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Rysunek 2. Wyniki grupowania rynkéw UE metodg Warda
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Zrédio: opracowanie wiasne na podstawie danych z Eurostatu.

Sktad pieciu segmentéw wyrdznionych na podstawie dendrogramu przedsta-
wionego na rysunku 2 jest nastepujgcy:
— segment 1: Austria, Estonia, Portugalia, Rumunia, Grecja, Wegry,
— segment 2: Francja, Cypr, Niemcy, Czechy, Chorwacja,

— segment 3: Belgia, Polska, Wtochy, Hiszpania, totwa, Irlandia,
— segment 4: Stowenia, Luksemburg, Szwecja, Finlandia,

— segment 5: pozostate kraje UE.
W tabeli 3 przedstawiono $rednie udziaty efektéw wedtug pieciu wyrdéznionych

segmentow.

Tabela 3. WARTOSCI UDZIA!’_C')W EFEKTOW W IMPORCIE PRZECIETNEGO IMPORTERA
WEDLUG SEGMENTOW RYNKOW TOWAROW PRACOCHEONNYCH (W %)

Efekt
Nr segmentu popytu Efekt str.uktury Efekt struktgry Efekt konkurencji
. geograficznej towarowej
Swiatowego
2,04 0,28 -2,76
0,66 0,45 14,43
1,26 -0,12 16,18 -15,02
0,04 0,52 4,19
1,12 0,05 29,59

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie danych z Eurostatu.
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Z tabeli 3 wynika, ze koniunktura na towary pracochfonne byta korzystna i efekt
popytu Swiatowego wyjasniat okoto 1,26% importu przecietnego importera UE
w 2016 r. Segment nr 1 na tle pozostatych segmentéw rynkowych wyrézniat sie naj-
wyzszym udziatem efektu geograficznego, zatem segment ten obejmowat najbar-
dziej atrakcyjne rynki dla importeréw europejskich. Z kolei segment nr 5 wyrézniat
sie tatwoscig w konkurowaniu produktami (na drugim miejscu pod tym wzgledem
znajduje sie segment nr 2). Segment nr 3 z kolei cechowat sie najwiekszg fatwo-
$cig w dopasowaniu struktury asortymentowej towaréw pracochfonnych, ale jedno-
czesnie w tym segmencie najtrudniej byto konkurowac towarami pracochtonnymi.

Na rysunku 3 przedstawiono wyniki grupowania rynkéw towardow kapitato-
chtonnych wedtug udziatéw efektéw w imporcie przecietnego importera z UE.

Rysunek 3. Wyniki grupowania rynkéw UE metodg Warda
w zakresie towaréw kapitatochtonnych
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Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie danych z Eurostatu.

Pie¢ segmentéw wyodrebnionych na podstawie dendrogramu przedstawione-
go na rysunku 3 ma nastepujacy sktad:
— segment 1: Austria, Butgaria,
— segment 2: Dania, Hiszpania, Polska
— segment 3: Stowenia, Szwecja, Lotwa, Luksemburg,
— segment 4: Litwa, Wegry, Francja, Rumunia, Niemcy, Czechy, Irlandia, Cypr,
— segment 5: pozostate kraje UE.
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W tabeli 4 przedstawiono srednie udziaty efektéw wedtug pieciu wyréznionych
segmentow rynku towaréw kapitatochtonnych.

Tabela 4. WARTOSCI UDZIALOW EFEKTOW W IMPORCIE PRZECIETNEGO IMPORTERA
WEDLUG SEGMENTOW RYNKOW TOWAROW KAPITALOCHEONNYCH (W %)

Efekt
Nr segmentu ) popytu sz:é(;f;ﬁgg#g Efteol;tv:::)lnglry Efekt konkurencji
$wiatowego
T e 2,80 2,67 72,85
2 e 2,21 1,58 13,71
USSR 4,35 2,22 2,30 15,14
0,84 14,28 —-7,86
0,55 2,41 60,45

Zrédto: opracowanie wtasne na podstawie danych z Eurostatu.

Z zawartosci tabeli 4 wynika, ze efekt Swiatowego popytu na towary kapitato-
chtonne wyjasnit okoto 4,35% importu przecietnego importera UE w 2016 r. Naj-
bardziej korzystnym dla importeréw pod wzgledem konkurowania towarami kapita-
tochtonnymi okazat sie segment 1, a w dalszej kolejnosci segment 5, przy czym
segment 1 obejmowat rowniez najbardziej atrakcyjne rynki dla tego typu towarow.
W segmencie nr 4 importerzy byli w stanie najtatwiej dopasowac¢ prawidtowo swdj
asortyment towarow do lokalnych uwarunkowan, ale z drugiej strony w tym seg-
mencie rynkowym byly najtrudniejsze warunki do konkurowania. Przecietnie naj-
trudniej importerom byto dopasowac¢ strukture asortymentowg w segmencie nr 2,
a najmniej atrakcyjne rynki dla towaréw kapitatochtonnych obejmowat sektor nr 5.

Na rysunku 4 zilustrowano wyniki grupowania rynkéw towaréw technologicznie
intensywnych wedtug udziatéw efektow w imporcie przecietnego importera z UE.

Rysunek 4. Wyniki grupowania rynkéw UE metoda Warda
w zakresie towarow technologicznie intensywnych
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Zrédio: opracowanie wiasne na podstawie danych z Eurostatu.
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Pie¢ segmentéw wyodrebnionych na podstawie dendrogramu przedstawione-
go na rysunku 4 ma nastepujacy sktad:
— segment 1: Rumunia, Stowacja,
— segment 2: Stowenia, Hiszpania, Czechy,
— segment 3: Cypr, Holandia, Malta, Litwa, Estonia, Chorwacja,
— segment 4: Dania, Butgaria, Grecja, Belgia, Wtochy, Francja, Niemcy, Polska,
Austria,
— segment 5: pozostate kraje UE.
W tabeli 5 przedstawiono srednie udzialy efektéw wedtug popytu wyréznio-
nych segmentoéw rynku towardéw technologicznie intensywnych.

Tabela 5. WARTOSCI UDZIALOW EFEKTOW W IMPORCIE PRZECIETNEGO IMPORTERA WE-
DLUG SEGMENTOW RYNKOW TOWAROW TECHNOLOGICZNIE INTENSYWNYCH (W %)

Efekt
Nr segmentu popytu Efekt str.uktury Efekt struktqry Efekt konkurencji
. geograficznej towarowej
Swiatowego
T 1,74 2,85 73,66
2 e 2,17 2,53 38,43
3 e 1,11 0,66 2,65 2,14
Ao 0,16 15,23 -6,11
D e 0,98 6,23 15,60

Zrédio: opracowanie wiasne na podstawie danych z Eurostatu.

Na podstawie tabeli 5 mozna stwierdzi¢, ze wzrost importu z tytutu popytu
Swiatowego na towary technologicznie intensywne stanowit okoto 1,11% importu
przecietnego importera UE w 2016 r. Najbardziej atrakcyjnym dla importeréw
pod wzgledem konkurowania towarami technologicznie intensywnymi okazaty
sie segmenty 1 i 2. Z punktu widzenia importeréw pod wzgledem fatwosci dopa-
sowania struktury asortymentowej towaréw najbardziej pozytywnie wyrdzniat sie
segment 4, a najtrudniej importerom byto dopasowac te strukture w segmencie
2. Pod wzgledem geograficznym najbardziej interesujgcym dla importeréw towa-
réw technologicznie intensywnych okazat sie segment 2, a najmniej interesuja-
cym byt segment 4. Warto odnotowac, ze dodatnie znaki efektow struktury geo-
graficznej i towarowej we wszystkich wyréznionych segmentach swiadczg o tym,
ze zaréwno lokalizacja rynkow, jak i tatwosé dopasowania struktury asortymen-
towej sprzyjaly zwiekszaniu poziomu importu towaréw technologicznie inten-
sywnych (chociaz w réznym stopniu) w kazdym segmencie rynkowym. Wyniki
zaprezentowane w tym punkcie wskazujg, ze bliskos¢ geograficzna rynkow,
potencjat ich gospodarek nie sg jedynymi kryteriami, wedtug ktorych przebiega
ich segmentacja. W wigekszos$¢ grup towarowych tatwo mozna wskaza¢ segmen-
ty rynkowe obejmujgce zaréwno kraje Europy Srodkowo-Wschodniej, jak i kraje
nalezgce do tzw. starej UE. Mozne to wynika¢ m.in. z proceséw, czy upodabnia-
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nia sie rynkow w ramach UE. Warto tu jednak podkresli¢, ze otrzymane rezultaty
odnoszg sie jedynie do pojedynczego okresu badawczego (2016 r.), co ozna-
cza, ze z uogodlnianiem wynikéw nalezy byé ostroznym zwlaszcza w perspekty-
wie diuzszego horyzontu czasowego.

4. WNIOSKI

W artykule przedstawiono propozycje segmentacji rynkéw ex post z wykorzy-
staniem modelu statego udzialu w rynku, dzieki czemu udato sie uwzgledni¢
rézne efekty towarzyszgce zmianie obrotdéw w handlu zagranicznym: koniunktu-
ry na danym rynku, jego atrakcyjnosci geograficznej, fatwosci uzyskania na nim
pozadanej selektywnosci oraz tatwosci konkurowania towarami. Dzieki odpo-
wiedniemu przeksztatceniu efektéw obliczonych metodg Leamera-Sterna-
Tyszynhskiego zbadano, ktére czynniki i w jakim zakresie wptywaty na wzrost (lub
spadek) importu na poszczegdlne rynki. Potgczenie w ten sposdb otrzymanych
wynikow z analizg skupieh pozwolito na uzyskanie segmentéw rynkowych zto-
zonych z krajow UE mozliwie najbardziej podobnych do siebie pod wzgledem
rozpatrywanych efektéw. Przeglad otrzymanych wynikow wskazuje na duze
zroznicowanie efektéw pomiedzy krajami i grupami towarowymi o roznym nasy-
ceniu czynnikami produkcji. Przyjete podejScie badawcze nie uwzglednia m.in.
zmiennych profilowych rynkéw (poziomu rozwoju gospodarczego, zamoznosci
spoteczenstwa itp.), a oparte jest jedynie na efektach towarzyszgcych zmianie
obrotéw. Powoduje to, ze inaczej, niz w tradycyjnych metodach mierzona jest
np. atrakcyjno$¢ rynku zagranicznego. Wydaje sie jednak, Zze przedstawiona
propozycja jest interesujgcg alternatywa dla istniejgcych w literaturze podejsé
w segmentacji rynkéw. Otrzymane wyniki odnoszg sie do efektéw uzyskanych
w obrotach handlowych w 2016 r. i nalezy je traktowac jako wstep do dalszych
badan obejmujagcych przede wszystkim dtuzszy horyzont czasowy oraz ewen-
tualnie handel z partnerami spoza UE (prezentowane w tym artykule rezultaty
obejmujg tzw. obroty wewngtrzwspolnotowe). Pozwoli to sprawdzi¢ m.in., ktére
z otrzymanych podziatow rynkéw sg stabilne w dtuzszym okresie, oraz czy
w ocenie atrakcyjnosci rynkow mozna obserwowac jakie$ trwate tendencje,
a takze jaki bedzie wptyw handlu z krajami spoza UE na otrzymane wyniki.
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SEGMENTACJA RYNKOW ZAGRANICZNYCH Z WYKORZYSTANIEM
METODY CMS | ANALIZY SKUPIEN

Streszczenie

Segmentacja rynkéw zagranicznych jest obecnie traktowana jako wazny ele-
ment strategii dziatania przedsigbiorstw uczestniczgcych w miedzynarodowej
wymianie towarow i ustug. Niniejszy artykut wpisuje sie w nurt badawczy obej-
mujgcy te problematyke. W artykule pokazano mozliwo$¢ potgczenia modelu
statego udziatu w rynku (ang. Constant Market Share — CMS) opracowanego
przez Leamera, Sterna (1970) z analizg skupien. Metoda CMS pozwala na
szczegofowg ocene zrodet zmian zachodzgcych w eksporcie porownywanych
krajow, a w szczegolnoSci jej wyniki umozliwiajg odpowiedZz na pytanie: w jakim
stopniu zmiany w eksporcie mozna wyttumaczy¢ koniunkturg w $wiatowym han-
dlu okreslonymi grupami towardéw, a w jakim wynikajg one z konkurencyjnosci
samych krajow? Z kolei zastosowanie metod wielowymiarowej analizy staty-
stycznej dla wyznaczonych efektow umozliwi identyfikacje grup krajow o najbar-
dziej podobnej pozycji w uktadzie przestrzenno-towarowym, w tym krajow
0 zblizonej konkurencyjnosci handlu. Przedmiotowe podejscie zostato zastoso-
wane do segmentacji rynkow krajow UE.

Stowa kluczowe: metoda CMS, segmentacja rynkéw zagranicznych, analiza
skupien kraje UE

INTERNATIONAL MARKET SEGMENTATION WITH THE USE OF CMS
METHOD AND CLUSTER ANALYSIS

Abstract

The segmentation of foreign markets is currently treated as an important ele-
ment of the strategy of operations of enterprises that participate in international
exchange of goods and services. This paper fits squarely into a current trend in
research on the matter. The article presents the possibility of combining the
model of Constant Market Share developed by Leamer, Stern (1970) with cluster
analysis. The CMS method allows for a detailed assessment of the sources of
changes occurring in the export of compared countries, and in particular its re-
sults allow for answering the following question: To what extent may changes in
export be explained by the economic situation in the world trade of individual
clusters of commodities and to what extent do they result from the competitive-
ness of these countries? The application of the multivariate statistical methods
for the designated effects will allow for the identification of the clusters of coun-
tries of the most similar position in the spatial and commodity arrangement, in-
cluding countries of similar competitiveness of trade. This approach has been
applied to the segmentation of EU countries’ markets.

Keywords: CMS method, foreign market segmentation, cluster analysis, EU
countries
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PROFESOR JOZEF KOLONKO 1942-2018

Profesor Jozef Kolonko urodzit sie 22 grudnia 1942 r. w Kocierzy koto Zywca.
Po ztozeniu egzaminu maturalnego w Liceum Ogodlnoksztatcgcego w Zywcu
podjat studia w WyzZszej Szkole Ekonomicznej w Katowicach (aktualnie Uniwer-
sytet Ekonomiczny w Katowicach), ktére ukonczyt z tytutem zawodowym magi-
stra ekonomii 09 kwietnia 1965. Nastepnie, w okresie od 15 kwietnia do 14 grud-
nia 1965 byt na stazu asystenckim w Wyzszej Szkole Ekonomicznej w Katowi-
cach, by dnia 15 grudnia 1965 rozpoczg¢ prace na stanowisku asystenta w Ka-
tedrze Statystyki tej Uczelni pod kierunkiem Profesora Zbigniewa Pawtowskiego.
Dnia 01 pazdziernika 1967 r. awansowat na stanowisko starszego asystenta.
Rozprawe doktorska pt.: Ekonometryczny model ksztatfowania sie ptac w wy-
branym przedsiebiorstwie przemystu maszynowego przygotowat pod kierunkiem
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naukowym Profesora Z. Pawlowskiego. Prace obronit 25 czerwca 1971, co m.in.
bylo podstawg awansowania Go na stanowisko adiunkta od 01 pazdziernika
1971. Ponadto, 14 grudnia 1971 otrzymat za swojg dysertacje nagrode Komitetu
Pracy i Ptac w ramach konkursu na najlepsze prace magisterskie i doktorskie
z zakresu ekonomiki pracy.

Przygotowanie rozprawy habilitacyjnej zbiegto sie z kilkumiesiecznym stazem
naukowym w Netherlands Economic Institute (Holenderski Instytut Ekonomicz-
ny) w Rotterdamie, gdzie miat okazje wspétpracowac z tak znakomitymi ekono-
metrykami jak profesor Jean H. P. Paelinck oraz profesor Leonard H. Klassen.
Ponadto, byt réwniez na stazu naukowym w Nowosybirsku. Swoje osiggniecia
naukowe prezentowat na Konferencjach statystykéw, ekonometrykéw i matema-
tykéw uniwersytetow ekonomicznych Polski Potudniowej, kidéra éwczesnie byta
jedng z niewielu liczacych sie konferencji krajowych z zakresu statystyki i eko-
nometrii.

Znaczgcym osiggnieciem naukowo-badawczym éwczesnie dr Jozefa Kolonki
byta monografia pt.: Analiza dyskryminacyjna i jej zastosowanie w ekonomii
wydana przez PWN w 1980 w ramach znanej wsrdd statystykéw i ekonometry-
kéw serii Sigma. Byto to jedna z pionierskich prac z zakresu klasyfikacji i analizy
danych na polskim rynku wydawniczym. Ta znakomicie przygotowana monogra-
fia, ktorej tres¢, jak mawiano ,bronita sie sama”, byta podstawg nadania dr Joze-
fowi Kolonce stopnia naukowego doktora habilitowanego przez Rade Wydziatu
Przemystu Akademii Ekonomicznej (AE) w Katowicach 20 marca 1981.

Prace nad przygotowaniem pracy habilitacyjnej zbiegty sie z okresem wielkich
przemian spoteczno-politycznych w Polsce, ktérych efektem byto powstanie
Niezaleznego Samorzgdnego Zwigzku Zawodowego ,Solidarno$¢”. Poglady
jeszcze woéwczas dr Jozefa Kolonki byly zdecydowanie pro-reformatorskie,
o czym swiadczy m.in. fakt, ze nalezat do grona oséb, ktére zainicjowaty zatoze-
nie oddzialu NSZZ ,Solidarnos¢” w Akademii Ekonomicznej w Katowicach. Dnia
13 stycznia 1981 podczas wyboréw do pierwszej Uczelnianej Komisji Zaktado-
wej NSZZ "Solidarnos¢" w AE-Katowice dr Jézef Kolonko zostat jej przewodni-
czacym. Byt to trudny czas dla Niego. Wedtug mnie mimo tego, ze byt zwolenni-
kiem koniecznosci dokonania istotnych zmian w zyciu spoteczno-politycznym
chociazby w skali Uczelni, to jednak zdawat sobie sprawe, iz nie jest to rzecz
prosta m.in. z tego powodu, iz niektére reformy byty sprzeczne z interesami
dotychczas funkcjonujgcej administracji. Mimo tego nieustepliwie prowadzit ne-
gocjacje poprzez dtugotrwate przekonywanie (wrecz perswadowanie) o korzy-
sciach proponowanych przez Niego rozwigzan. Zwykle jak nie od razu, to po
pewnym czasie przyznawano, ze miat racje. Po delegalizacji dziatalnosci NSZZ
»Solidarnos$¢” od 13 grudnia 1981 dr hab. Jézef Kolonko uczestniczyt w nieofi-
cjalnej dziatalnosci Zwigzku. Od kwietnia 1989 po ponownej legalizacji Zwigzku
kierowat jego dziatalnoscig do nastepnych wyboréw Komisji Zaktadowej, ktére
odbyty 11 pazdziernika 1989.
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Dziatalno$¢ spoteczna, a zwtaszcza zwigzkowa 6wczesnie dr hab. Jozefa Ko-
lonki bynajmniej nie ostabita jego aktywnosci na polu naukowo-badawczym i dy-
daktycznym. Po $mierci Profesora dr hab. Zbigniewa Pawtowskiego Rektor AE-
Katowice mianowat Go od 01 grudnia 1981 dyrektorem Instytutu Ekonometrii.
Dnia 02 marca 1982 otrzymat stanowisko docenta. Dyrektorem Instytutu byt do 30
wrzesnia 1987. Okres kierowania Instytutem Ekonometrii, byt bardzo trudny, bo
wowczas w Polsce byt stan wojenny. Mimo to Jego umiejetnosci prowadzenia
dialogu z ludzmi pozwolity Mu sprosta¢ temu wyzwaniu. 1 marca 1991 dr hab.
Jozefowi Kolonko przyznano stanowisko profesora nadzwyczajnego Akademii
Ekonomicznej w Katowicach w Instytucie Ekonometrii. Od 1 pazdziernika 1993 do
17 maja 2000 kierowat nowo utworzonym Zaktadem Ekonomicznych Zastosowan
Statystyki, w Instytucie Ekonometrii (potem Katedrze Ekonometrii). Od 18 maja
2000 do 30 wrzesnia 2005 byt kierownikiem Zakfadu Metod Analizy Danych Staty-
stycznych, ktéry wszedt w skfad Katedry Statystyki wydzielonej z Katedry Ekono-
metrii. Nastepnie, od 1 grudnia 2008 do 30 wrzesnia 2012 kierowat Zaktadem
Statystycznej Analizy Jakosci Danych w ramach Katedry Statystyki Wydziatu Za-
rzgdzania UE-Katowice. Dnia 1 lipca 2015 przeszedt na emeryture. Jego umiejet-
nosci i bogate doswiadczenia naukowo badawcze witadze Uczelni bardzo cenity
zatrudniajgc Go w niepetnym wymiarze pracy, a od roku akademickiego 2016/17
na umowe zlecenie. Do konca swych dni petnit funkcje promotora prac dyplomo-
wych. Wypromowat co najmniej 42 magistréw lub licencjatow bedgcych studenta-
mi gtéwnie kierunkéw: Informatyka i ekonometria oraz Analityka gospodarcza.

Profesor Jozef Kolonko kierowat wieloma zespotami, kiére zrealizowaty pro-
jekty naukowo-badawcze. W szczegdlnosci kierowat m.in. realizacjg nastepuja-
cych tematow: Prognozy sprzedazy na rynku krajowym odbiornikéw radiowych
1978-1982 na zlecenie Instytutu Handlu Wewnetrznego, Metody doboru zmien-
nych diagnostycznych dla optymalizacji pracy elektrocieptowni przemystowych
w 1987 w ramach tzw. Centralnego Projektu Badawczo-Rozwojowego. Przy
réznych okazjach zwracat uwage na problem jakosci danych statystycznych
podkreslajgc, ze zaniedbanie tego aspektu badan statystycznych niechybnie
prowadzi do wyciggania btednych wnioskéw i to mimo stosowania wyrafinowa-
nych metod statystycznych. Efektem prac nad tym zagadnieniem byt m.in. cykl
artykutéw opublikowanych we Wiadomosciach Statystycznych w roku 2002.
Swoistg pochodng tego problemu s3g statystyczne badania audytowe, ktérymi
zainspirowat kilku wspotpracownikoéw. Kierowat rutynowymi pracami statutowymi
wykonywanymi w ramach Katedry Ekonometrii i Katedry Statystyki. W szczegol-
nosci w latach 2002—-2008 kierowat zespotami realizujgcymi nastepujace projek-
ty: Analiza i modelowanie statystyczne danych finansowych (2003—-2005), Meto-
dy klasyfikacji w badaniach ekonomicznych (2006—2008). Ponadto, brat udziat
w projekcie naukowo-badawczym pt.. Nauka-transfer wiedzy i technologii —
innowacje — polityka gospodarcza regionu dotyczgcego rozwoju gospodarczego
regionu slgskiego.
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W latach 2000, 2001 kierowat realizacjg projektdw naukowo-dydaktycznych
dotyczacych wskazania drég podnoszenia jakosci ksztatcenia w uczelniach eko-
nomicznych. Z kolei w 2004 kierowat realizacjg projektu majgcego na celu roz-
poznanie zapotrzebowania na nowe kierunki i specjalnosci ksztatcenia w AE-
Katowice. W tych badaniach wykorzystat swoje niezwykle bogate doswiadczenia
dydaktyczne. Byt zwolennikiem wprowadzania innowacji w prowadzeniu zajec,
czemu sprzyjaty jego oryginalne pomysty m.in. prowadzgce do aktywnego udzia-
tu studentéw w ¢éwiczeniach. Byt zwolennikiem zasady, ze jesli ktos jest dobrym
naukowcem, to zwykle predzej, czy pézniej bedzie dobrym wyktadowca-
dydaktykiem.

Profesor Jézef Kolonko uwazat, ze nie mniej wazng rzecza od oryginalnego
dorobku naukowego, jest réwniez ksztatcenie kadry naukowej. Dlatego z duzym
zaangazowaniem petnit funkcje promotora prac swoich doktorantéw. Niewatpli-
wie pokiosiem Jego zainteresowan dotyczgcych klasyfikacji i analizy danych jest
doktorat Andrzeja Szymanskiego pt.. Metody Klasyfikacji danych oraz pomiaru
zwigzkéw cech nominalnych; 1984. Duzg wage przywigzywat do pod-dziedziny
statystyki zwanej metodg reprezentacyjng, bo uwazat, ze jakos¢ wnioskowania
statystycznego zalezy w duzej mierze od sposobu gromadzenia danych oraz ich
rzetelnosci. Tym tematem zainspirowat mnie, czego m.in. efektem byta moja
rozprawa doktorska pt.: Estymacja wektora wartosci srednich w skonczonych
populacjach, 1985. Profesor wielokrotnie zwracat uwage na potrzebe doskona-
lenia wielowymiarowego wnioskowania statystycznego m.in. z punktu widzenia
wyzwanh jakie stawiajg wymogi analiz ekonomicznych. W tej szeroko rozumianej
dziedzinie powstat doktorat Grazyny Trzpiot pt.: Wykorzystanie multifunkcji
w modelowaniu proceséw ekonomicznych; 1991. Kolejnym doktorantem Profe-
sora byt Eugeniusz Gatnar, ktéry przygotowat dysertacje pt: Modelowanie jako-
Sciowe zjawisk ekonomicznych; 1993. Niekonwencjonalne poglady Profesora na
problemy ekonometryczne zaowocowaty bardzo oryginalnym i nowatorskim
doktoratem jednego z Jego ucznidw w osobie Tomasza Warchalskiego, ktéry
m.in. zaadoptowat znane w fizyce zjawisko histerezy do opisu pewnego dyna-
micznego modelu ekonometrycznego w dysertacji pt.: Modele roztozonego
opb6znienia uwzgledniajgce wybrane charakterystyki zmiennej objasniajgcej;
1996. Problem jako$ci danych finansowych jest tematem pracy doktorskiej przy-
gotowanej przez Barttomieja Janusza, ktory obronit rozprawe pt.: Wykorzystanie
dodatkowych informacji w planowaniu i przeprowadzaniu badania audytowego;
2016.

Doswiadczenia na polu naukowo-badawczym Profesora byly wykorzystywane
przy redagowaniu Studiéw Ekonomicznych- Zeszytéw Naukowych UE-Katowice
oraz innych prac zbiorowych o charakterze naukowo-badawczym. Ponadto, byt
jednym z inicjatorobw organizowania konferencji: Metoda Reprezentacyjna
w Badaniach Ekonomiczno-Spotecznych (Survey Sampling in Economic and
Social Research). Byt rowniez recenzentem wielu prac doktorskich, habilitacyj-
nych artykutow naukowych. W latach 1992—-1994 oceniat jako ekspert miedzyna-
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rodowe projekty dydaktyczne TEMPUS. Byt czlonkiem kapituty przyznajacej
nagrody w Konkursie Prezesa Narodowego Banku Polskiego na najlepszg prace
magisterskg z zakresu nauk ekonomicznych.

Wartosciowa dziatalnos¢ Profesora Jozefa Kolonki na polach naukowym dy-
daktycznym oraz organizacyjnym zostata dostrzezona o czym Swiadczg przy-
znane Mu nastepujgce nagrody. W 1978 nagroda Ministra Nauki i Szkolnictwa
Wyzszego stopnia lll. W latach od 1998 do 2010 siedemnascie nagrdd rektora,
a w tym trzyna$cie indywidualnych i cztery zespotowe. Ponadto, trzy, dziewie¢
i trzy z nich byly nagrodami stopnia odpowiednio I, Il'i lll. Otrzymywat je za rezul-
taty prac naukowych oraz za przedsiewziecia powodujgce poprawe warunkow
pracy badawczej i dydaktycznej, za wspotudziat w opracowaniu strategii rozwoju
Uczelni, a takze za dziatalnos¢ organizacyjng zwigzang z akredytacjg kierunku
Informatyka i Ekonometria.

Jego wiedza i doswiadczenia zostaty docenione w gronie statystykéw pol-
skich, o czym Swiadczy fakt, iz byt cztonkiem Komitetu Ekonometrii i Statystyki
oraz cztonkiem Komisji Matematycznej Gtownego Urzedu Statystycznego
w latach 1975-1978. W latach 2007-2011 byt cztonkiem Rady Naukowej Naro-
dowego Banku Polskiego.

Spoteczenstwo akademickie Uniwersytetu Ekonomicznego w Katowicach da-
rzy Profesora Jozefa Kolonke wielkim szacunkiem. Jest pamietana Jego pozy-
tywna dziatalno$¢ w réznych znaczgcych gremiach Uniwersytetu. W szczegadlno-
Sci brat udziat w pracach nastepujgcych kolegialnych organéw Uczelni: w latach
1984-2008 (siedem kadencji) byt czionkiem Senatu AE-Katowice; w latach
1996-2005 peit funkcje przewodniczacego Senackiej Komisji ds. Rozwoju;
w kadencji 2005-2008 byt réwniez przewodniczgcym Senackiej Komisji ds.
Wspotpracy Miedzynarodowej; w latach 2008-2012 byt przewodniczacym Uczel-
nianej Komisji Wyborczej; w 2011 brat udziat jako cztonek w pracach Senackiej
Komisji ds. Nowelizacji Statutu, a w latach 2009-2012 byt czionkiem Komisji
Oceny Ryzyka Realizacji Projektow oraz dziatat w Miedzywydziatowej Radzie
Studiéw Podyplomowych UE-Katowice.

Profesor Jozef Kolonko byt inicjatorem zatozenia Slgskiej Miedzynarodowej
Szkoty Handlowej (SMSH). Kierowat nig jako dyrektor od 01 marca 1991 do 30
listopada 2004. Szkota byta wspdinym przedsiewzieciem UE-Katowice oraz
Uniwersytetu Slgskiego w Katowicach przy wspdipracy z Ecole Superier du Co-
merse de Tuluse oraz University of Strathclyde in Glasgow. Studia w tej szkole
obejmowaty programy nauczania wymienionych uczelni i czesciowo byty prowa-
dzone w jezykach angielskim i francuskim. Od 2002 byt przewodniczagcym za-
rzadu Fundacji dla Slgskiej Miedzynarodowej Szkoty Handlowej. Niewatpliwe
zastugi Profesora zwigzane z kierowaniem i rozwojem SMSH docenity wtadze
Uniwersytetu Slaskiego przyznajagc Mu medal: Zastuzony dla Uniwersytetu Sla-
skiego. Dodajmy jeszcze, iz Profesor byt w gronie inicjatoréw zatozenia Gérno-
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Slgskiej Wyzszej Szkoty Przedsiebiorczosci w 2005, gdzie m.in. czionkiem sena-
tu oraz kierowat pracami Katedry RachunkowoS$ci i Finansow.

Profesor J6zef Kolonko dziatat aktywnie w kregach gospodarczych. W szcze-
golnosci uczestniczyt w charakterze czionka, doradcy lub przewodniczgcego
w zespotach analitycznych lub decyzyjnych prowadzgcych negocjacje w spra-
wach dotyczgcych przedsiebiorstw lub spoétek, reprezentujgc m.in. interesy
Skarbu Parnstwa. Zdobyte m.in. tu ogromne do$wiadczenie w przygotowywaniu
finansowych ekspertyz gospodarczych zaowocowato faktem, iz byt jednym
z zatozycieli i w ciggu 5 lat przewodniczacym Rady Nadzorczej Gornoslgskiego
Banku Gospodarczego. Ponadto, byt przewodniczacym Rady Nadzorczej Gor-
noslgskiego Funduszu Gospodarczego.

Przedstawiona krotka charakterystyka swiadczy o znaczgcej aktywnosci Pro-
fesora Jozefa Kolonki na wielu polach poczgwszy od naukowo-badawczej i dy-
daktycznej poprzez ekspercka po dziatalnos¢ na polu przedsiebiorczoéci. Profe-
sor byt czlowiekiem skromnym, nie miat zwyczaju nagtasniania swoich zastug,
a zwtaszcza tych czynionych na polu charytatywnym. Mimo tego czesé jego
pozytywnej dziatalnosci zostata dostrzezona. Za te dokonania zostat w 2002
uhonorowany Krzyzem Kawalerskim Orderu Odrodzenia Polski. Z kolei w latach
1978 i 1986 przyznawano Mu odpowiednio Brgzowy i Ztoty Krzyz Zastugi.
W 1978 otrzymat Zioty Krzyz Zastugi dla Wojewddztwa Slgskiego. Ponadto,
w 2011 jego dtugoletnia praca zostata uhonorowana Zfotym Medalem za Dtugo-
letnig Stuzbe, a w 2012 Medalem Uniwersytetu Ekonomicznego w Katowicach.
21 wrzesénia 2017 przyznano Mu tytut Profesora Honorowego Uniwersytetu Eko-
nomicznego w Katowicach.

Miatem okazje w latach 1973-1978 jeszcze jako student kierunku Cybernetyka
ekonomiczna i informatyka AE-Katowice, poznaé wéwczas jeszcze doktora Joze-
fa Kolonke — jak potem okazato, sie mojego Mistrza. Wtedy bytem stuchaczem
m.in. Jego wyktadu z przedmiotu Analiza dyskryminacyjna i jej zastosowania.
Bardzo mi pomagat jako pracownikowi Centrainego Osrodka Informatyki Gornic-
twa w Katowicach, a potem jako asystentowi w Instytucie Ekonometrii stuzac
swoimi doswiadczeniami naukowymi oraz dydaktycznymi, a zwlaszcza wowczas,
gdy zostat promotorem mojej rozprawy doktorskiej, z czego jestem dumny. Jakze
wiele mi daty nasze czeste rozmowy o statystyce prowadzane z Profesorem nie
tylko podczas Jego seminariéw. Niewatpliwie to inspirowato mnie do pogtebiania
wiedzy statystycznej oraz uczyto samodzielno$ci w pracy naukowo-badawcze;j.
Mawiat mi, ze nalezy szukaé tematéw prac naukowych, ktdére majg przede
wszystkim symptomy oryginalnosci. Sugerowat aby zajmowac sie problemami
z obszaréw nauki, ktére sg ,stabo uczeszczane” przez innych. Zachecat do po-
szukiwania réznych sposobdw rozwigzywania stawianych probleméw zadajgc
sobie np. pytanie: ,czy nie warto by dane zagadnienie rozwazy¢ inaczej lub prze-
formutowa¢ go”. Gdy nawet nie udato sie od razu rozwigza¢ stawianego zagad-
nienia, to wiedza zdobyta w celu rozwigzania go, pozostawata i stuzyta w innych
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sytuacjach, przy podejmowaniu innych przedsiewzie¢. Tg drogg od usilnego po-
szukiwania rozwigzania stawianych przez Niego zadan, z czasem dochodzito sie
nawet do wlasnych pomystéw na ich formutowanie. Przyktadem tego byt fakt, iz
Profesor zainspirowat mnie do zajecia sie problemami metody reprezentacyjnej.
W efekcie ta Jego sugestia hojnie zaowocowata doprowadzajgc mnie do zdoby-
cia kolejnych stopni naukowych. Profesor miat umiejetno$¢ dochodzenia swoich
racji poprzez niezwykle umiejetne formutowanie (czesto ad hoc) argumentéw
merytorycznych, ktérym trudno byto sie oprze¢. Wielokrotnie szukatem u Niego
rady w réznych sprawach i to nie tylko zawodowych. Wéwczas wskazywat nie-
zwykle trafnie istotne aspekty moich problemoéw oraz starat sie przedstawi¢ rézne
scenariusze ich rozwigzan i pozostawiat mi ostateczny wybor.

Profesor Jozef Kolonko cate swoje zycie starat sie robi¢ rzeczy pozyteczne
dla otoczenia, w ktorym zyt i to udawato sie Mu. Podwiadczy to wielu, ktérzy
zachowujg Go w pamieci jako cziowieka niezwykle porzadnego, rozsadnego
oraz godnego na$ladowania, a przede wszystkim zyczliwego. Jego pomysty
naukowe zainspirowaty grona nie tylko jego uczniéw ale i innych, ktérzy chcieli
Go z uwagg stuchac. Profesor cate swoje zycie, az do ostatnich godzin wykazy-
wat niezwyktg aktywnosc.

Profesor Jozef Kolonko odszedt do wiecznosci 29 czerwca 2018 r.

Janusz L. Wywiat, Uniwersytet Ekonomiczny w Katowicach, Wydziat Zarzgdzania, Katedra Staty-
styki, Ekonometrii i Matematyki, ul. Bogucicka 3, 40-287 Katowice, Polska, e-mail: janusz.
wywial@ue.katowice.pl.

Medal Uniwersytetu Ekonomicznego w Katowicach. Jozef Kolonko, Uniwersytet Ekonomiczny
w Katowicach, kwiecien 2012.
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